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^ l. — Exposé et but du Mémoire. — Nécessité des forces 

intrinsèques. 

1 . Au moment où parurent les fameux Philosophiœ naturalis Pria- 
cipia mathematica de Newton, les conceptions cartésiennes triomphaient 
partout des conceptions de la Scolastique, et Tidée d'une matière éten- 
due, inerte, obéissant à des impulsions étrangères, agissant seulement 
par sa forme et sa densité, remplaçait dans Tesprit des savants celle 
d'atomes étendus doués d'attributs occultes. Aussi, bien que confirmée 
par l'expérience, l'attraction universelle choqua, en tant qu'attribut 
occulte au premier chef, plusieurs esprits engoués des conceptions 
nouvelles; Newton même, cédant à l'entraînement général, admit que 
l'attraction pouvait être un fait résultant d'actions extérieures à la ma- 
tière. « Quam ego attraclionem appello fieri sanè potest ut ea ejfficiatur 
» impulsa vel alio aliquo modo nobis ignoto. » [Optice, Q. !i3, p. 322.) 
Vainement les faits sont-ils venus confirmer de plus en plus l'attraction 
universelle, le nombre de ceux qui ne veulent pas y voir une propriété 
inhérente à la matière augmente tous les jours, même dans les premiers 
corps savants; le compromis risqué par Newton entre le fait incontes- 
table de l'attraction et l'idée cartésienne de la matière est acceptée par 
un grand nombre de modernes comme un axiome. Récemment, un 
des premiers astronomes de notre époque, le P. Secchi, a réuni dans 
un ouvrage, VUnità délie forze fisiche^ toutes les preuves expérimen- 
tales établissant, selon lui, que l'attraction est un résultat d'impulsions 



primitivement imprimées à la matière et se transmettant, en se trans- 
formant au besoin d*un atome à l*autre, par une série de chocs succes- 
sifs; dans la fièvre de son travail d*entassement de preuves (probabi- 
lités), il a cru pouvoir écrire ces lignes : 

« Qui soltanto ci sia permesso difare una riflessione. Quando si consi- 
déra qucUe immensa copia difatti siasi dovuta adunare e prepamre per 
arrivare a concludere quel poro che si é detlo finora^ non potrassi a 
meno di non ammirare [per non dir altro) la franchezza di quelli che 
cercano decidere le questioni di fisica colle ieorie h priori, e insieme cià 
deve incoraggire i fisici nel laborioso arringo in cui si sono messi del 
tenlativo lento e penoso delV esperimento, • [L'Unità délie forzefisiche, 

, 112.) 

(y est-à-dire : 

c Ici seulement qu'il nous soit permis de faire une réflexion. Quand 
on considère quel immense amas de faits on a dû réunir et préparer 
pour arriver à conclure le peu qu'on a dit jusqu'à présent, on ne peut 
pas faire moins que d'admirer (pour ne pas dire autre chose) l'au- 
dace de ceux qui cherchent à trancher les questions de physique 
avec la théorie à priori, et, en même temps, cela doit encourager les 
physiciens dans la tâche laborieuse qu'ils ont acceptée des tâtonne- 
ments lents et pénibles de Texpérience. » 

Malgré ce ton triomphai, le P. Secchi se trompe : l'expérience seule 
ne peut pas suffire à découvrir les lois du monde physique, et VUnità 
délie forzefisicheQïi offre un éclatant exemple; la théorie seule est aussi 
évidemment également impuissante. Le concours de l'expérience et de 
la théorie, c'est-à-dire du raisonnement appuyé sur les lois du calcul 
et de la mécanique, est nécessaire à l'homme pour découvrir ce qu'il 
lui est permis de voir dans l'énigme que lui pose le monde physique. 

Nous nous proposons d'abord de montrer la puérilité des objectionf^ 
soulevées contre l'existence de forces matérielles intrinsèques et l'im- 
possibilité d'expliquer les phénomènes de la nature par des forces 
extrinsèques appliquées une fois pour toutes à la matière dès l'origine 
des temps. Subsidiairement , nous relèverons le défaut du dernier 



( 3) 

ouvrage de M. Poinsot sur la percussion des corps durs, publiée dans 
le Journal de Mathématiques de M. Liouville. 

La nécessité de l'existence de forces intrinsèques une fois démontrée, 
nous examinerons particulièrement le cas où ces forces dépendent uni- 
quement des distances des molécules entre lesquelles elles se pro* 
duisent; et l'on verra facilement qu'elles se composent d'une série 
d'actions en raison* inverse d'une puissance entière n de la distance. 
C'est une simple conséquence des principes bien connus des développe- 
ments en série. 

On peut imaginer différentes compositions moléculaires. Comme il 
s'agit d'abord de découvrir les lois fondamentales qui unissent les mo- 
lécules, il convient de n'en pas trop compliquer la recherche par une 
trop grande généralité laissée aux systèmes de composition moléculaire 
et par les difficultés de calcul qui en résultent; nous supposerons donc 
des molécules identiques dans toute l'étendue du corps envisagé et dis- 
posées suivant des lois géométriques. Il résulte de cette hypothèse di- 
verses propriétés et liaisons mathématiques; nous les étudierons en 
détail et nous établirons les propositions qui nous permettront d'arriver 
a l'établissement des équations d'équilibre ou de mouvement. Celles-ci 
exigent des sommations pour lesquelles beaucoup d'auteurs croient pou- 
voir employer, sans grande erreur, les formules de la matière continue; 
nous montrerons qu'il ne peut pas en être ainsi, et quelles corrections il 
faut faire subir h la formule d'Euler pour obtenir la valeur véritable des 
sommes d'actions de la matière discontinue. Nous établirons alors com- 
ment les attractions conduisent aux forces élastiques, objet des mesures 
expérimentales;; et nous en déduirons une conséquence sur la grandeur 
que doit avoir n pour qu'une attraction en raison inverse de la /i'*'~ 
puissance de ta distance puisse produire les forces élastiques observées. 
Comme premier résultat, il en ressort l'impossibilité absolue d'expli- 
quer les phénomènes moléculaires par l'attraction universelle. Nous étu- 
dierons ensuite les faits observés, et nous arriverons à cette conclusion 
que les actions moléculaires résultent d'attractions en raison inverse 
d'une puissance de la distance égale à 4 ou plus grande. Ceci n'a rien qui 
s'écarte des expériences les plus précises faites sur les actions molécu- 
laires. Voyez à ce sujet, dans les Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences^ t. LXIV, p. 7/4 1 , une Note de M. Ath. Dupré, où cet habile 
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physicien croit avoir prouvé que la loi des attractioDs est exprimée par 
trois termes, savoir : i°le terme astronomique; 2° le terme physique; 
3^ le terme chimique. Nous prouvons qu'il faut admettre, en dehors du 
terme astronomique, au moins un terme pour rendre compte des phé- 
nomènes physiques, et que ce terme est une attraction en raison inverse 
de la quatrième puissance de la distance, ou d'une puissance plus 
grande, ou enfin une somme d'attractions de cette »orte. Nous sommes 
donc d'accord avec M. Ath. Dupré en ce qui concerne le terme phy- 
sique; quant au terme chimique, la nécessité n'en peut être démontrée 
théoriquement qu'en faisant intervenir des éléments de nature diffé- 
rente, ainsi que cela se passe dans les phénomènes chimiques: c'est une 
question que nous laissons réservée, quoique porté à partager les idées 
de M. Dupré. 

Nous établissons les équations de l'équilibre et du mouvement de 
deux manières différentes : i*^ en tenant compte seulement des forces 
attractives; 2^ en substituant à celles-ci la considération des forces élas- 
tiques proportionnelles aux surfaces d'un polyèdre fictif, suivant l'usage 
général admis h une époque où l'on supposait la matière continue, 
(^es deux systèmes d'équations concordent, et, par cela même, le der- 
nier est justifié. 

Par ce sommaire des matières traitées dans le présent Mémoire, et 
celui plus détaillé qui le termine, on peut en juger l'importance. 

2. Abordons l'examen des objections adressées à l'attraction par le 
P. Secchi; mais préalablement faisons notre profession de foi, savoir : 
que nous n'avons pas la prétention de tout comprendre; conséquem- 
ment nous ne déclarons absurdes que les lois qui conduisent à des ré- 
sultats impossibles ou contradictoires, et non celles dont le seul tort est 
d'être au-dessus de notre intelligence. Nul homme sensé ne peut pré- 
fendre davantage. Cela posé, voici un des résumés les plus complets 
«les objections du P. Secchi {r Unità délie for zefaiche, p. 446 et 447); " 
est traduit presque mot à mot : 

c La théorie atomique, loin donc d'être absurde et incapable d'ex- 
pliquer les phénomènes, comme quelques-uns le prétendent, est ainsi 
celle qui résulte directement des faits. De plus, elle est indépendante 
de la théorie des forces qui déterminent l'union de ces atomes; par con- 
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séquent chacun reste libre d'imaginer: ou qu'ils sont déterminés au 
mouvement par des causes occultes et des puissances intrinsèques, ou 
que toutes leurs unions s'accomplissent par l'action intrinsèque d'un 
milieu en mouvement. Les doter de forces attractives est certainement 
la chose la plus commode; mais nous avons vu en plus d'un endroit la 
complication qu'apporte un pareil système et le nombre infini de forces 
qu'il faut admettre. En peu de mots, il faut presque appliquer à ces 
atomes une certaine intelligence pour savoir s*ils doivent agir ou non, 
et quelque chose qui les avertit quand ils ont sujet d'exercer leur ac- 
tion ! Et puis cette force, quelle chose est-ce? Comment ne s'épuise-l- 
elle jamais? Comment arrive-t-il qu'étant toujours en activité et disposée 
à agir sur tous les corps, quand nous en présentons deux ensemble, elle 
agisse sur l'un et point sur l'autre? A-t-elle l'intelligence de choisir? 
Nous pourrions multiplier ces demandes au lecteur, sûr de ne pas 
avoir de réponse, et par conséquent inutilement; le meilleur parti sera 
donc de chercher une conception des forces en les supposant dérivées 
du mouvement qui anime la matière. > 

Nous avons tenu à donner en entier cette argumentation, tant elle 
est faible; nous aurions craint d'être accusé de la dénaturer, si nous 
nous étions contenté d'y répondre sans en présenter le texte authen- 
tique. Le P. Secchi accuse les attractionnaires d'être obligés de faire in- 
tervenir une foule de forces : où a-t-il vu cela? Les auteurs qu'il cite 
fréquemment, MM. Lamé, Briot, de Colnet-d'Huart, n'arrivent-ils pas à 
rendre très-probable l'explication de tous les phénomènes physiques, 
élasticité, lumière, chaleur, magnétisme, électricité, cristallisation, par 
une seule cause : les vibrations des milieux et de l'éther environnant, 
sous l'influence d'une force moléculaire intrinsèque? Les expériences 
de M. Ath. Dupré ne conduisent-elles pas, ainsi que nous l'avons dit 
précédemment, à faire reconnaître, dans cette force moléculaire intrin- 
sèque, trois termes: le terme astronomique, le terme physique et le 
terme chimique ? Ce n'est pas là une infinité, ni même un grand nombre 
de forces. Le P. Secchi prétend qu'il faudrait supposer les atomes doués 
d'une certaine intelligence : c'est une mauvaise plaisanterie^ Le vent 
printanier, qui souffle sur la forêt, enlève aux arbres mâles le pollen des 
étamines et le transporte sur les stigmates des arbres femelles, irons- 
nous, imitant le P. Secchi, demander aux botanistes pourquoi les 
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ovaires des saules ne se laissent féconder que par le pollen des saules? 
pourquoi les ovaires des peupliers ne se laissent féconder que par le 
pollen des peupliers? En conclurons-nous que nécessairement les stig- 
mates ont l'intelligence de reconnaître le pollen de leurs congénères 
parmi tous ceux que leur apporte la brise et de repousser les autres? 
On est parvenu à transfuser, en dehors du contact de Tair, le sang d'un 
animal dans les veines d'un autre animal; l'opération réussit quand 
les animaux sont de même espèce; elle est généralement mortelle dans 
le cas contraire : faut -il supposer une intelligence aux veines? Mon 
Dieu, non! pas plus qu'aux fleurs! Quand les dimensions, la viscosité, 
les proportions, en un mot, d'un pollen ne correspondent pas aux di- 
mensions des cellules du pistil, ce pollen ne pénètre pas dans le tissu 
du pistil et la fécondation n a pas lieu; ou, s'il y pénètre, il n'a pas la 
force nécessaire pour déterminer le travail de la fécondation; de même, 
des globules de sang trop gros obstrueront les passages capillaires des 
veines et arrêteront la circulation. Il n'y a dans tout ceci aucun acte 
d'intelligence {voyez le tome LXI des Comptes rendus ^ip.Gg'i). De même, 
fii vous mettez trois corps en présence et dans des conditions de dis- 
tance entre les molécules telles, que l'action moléculaire se développe, 
ces corps se combinent si leurs actions mutuelles ne sont pas trop dif- 
férentes; mais si l'action mutuelle de deux des corps l'emporte sur 
celles du troisième par rapport a ces deux-là, ils s'uniront en repous- 
sant le troisième, uniquement parce que ce dernier n'a pas assez 
d'énergie pour se maintenir entre eux. C'est une simple affaire de mé- 
canique. Les phénomènes de l'électricité, du magnétisme, etc., ne dif- 
fèrent évidemment d'un corps à l'antre que par des valeurs de con- 
stantes. 

Cette force, demande le P. Secehi, quelle chose est-ce? Nous n'en 
savons rien, nous l'avouons; mais, outre que nous n'avons pas la préten- 
tion de tout savoir, nous affirmons que le système du P. Secehi est éga- 
lement obscur. En effet, qu'il veuille bien, à son tour, nous expliquer 
pourquoi telle molécule a besoin, pour avoir une certaine vitesse, de 
telle quantité de mouvement et non pas de telle autre? Vous demandez: 
Pourquoi l'attraction ne s'épuise-t-elle pas? Dites-nous donc pourquoi 
l'élasticité ne s'épuise pas, si vous admettez des molécules plus ou 
moins élastiques; ou pourquoi les molécules ne se déforment jamais, si 
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VOUS admettez des molécules dures? Vos hypothèses ne sont pas des 
faits d'expérience, comme Tatlraction, puisque, dans les corps que nous 
voyons, il y a sans cesse usure et déformation, tandis que nous, nous 
constatons les effets de l'attraction. Et, pour les partisans de l'idée an- 
cienne : « Atomes inétendus doués d'attributs >, supposer l'épuise- 
ment des attributs serait supposer l'anéantissement de la matière, contre 
lequel proteste toute la science moderne. 

Donc, dans cette argumentation, rien de sérieux ou qu'on ne puisse 
rétorquer contre les adversaires des forces intrinsèques; nous montre- 
rons, en revanche ci-après, l'impuissance des forces extrinsèques à ex- 
pliquer le monde physique. Finissons-en d'abord aves les objections. 

Le P. Secchi prouve avec un grand luxe de détails (p. 449 ^^ 4^o) 
que le cas de deux molécules isolées opérant l'une sur Vautre dans un vide 
absolu est une pure fiction géométrique. La vérité, personne ne le conteste, 
est que la gravité n'a, comme il le dit, été constatée jusqu*à présent 
qu'entre des corps assez grands, et qu'on n'en a déduit la loi pour les 
molécules mêmes que par une abstraction et le calcul, sans pouvoir 
Texpérimenter sur les molécules mêmes. Mais la déduction n'en est pas 
moins logique et rigoureuse, ce qu'on ne peut pas affirmer de la théorie 
des tourbillons du P. Secchi, consistant en une série d'assertions iia- 
sardées, ainsi qu'on en pourra juger par l'échantillon étendu que nous 
en donnerons dans l'instant. Ce qui rend curieux le reproche que aous 
citons, c'est qu'il convient de point en point à la théorie des tourbil- 
lons; l'auteur le reconnaît lui-même (p. 4^^) ' 

* Tali moi^imenti nell'etere non possono certamente vedersi, né se ne 
» puo da senno domandar prova sensibile. Né essi né le vibrazioni lumi^ 
» nose possono avère altra prova che queUa dedotta daifattiper razioci- 
» nio : Vanalogia ci guida in questa materia, come quella tra il suono e 

• la luce guida i primi autori del vero sistema di propagazione di questa, 

* e solo qui é mutato il soggetto. » 

C'est-à-dire : 

< De tels mouvements dans Téther ne peuvent pas certainement se 
» voir, et on ne peut pas sérieusement nous en demander une preuve 
» sensible. Ni eux, ni les vibrations lumineuses ne peuvent avoir 
> d'autre preuve que celle déduite des faits par le raisonnement; l'ana- 
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> logie guide ici dans celle nialière, comme celle enlre le son el la.lu- 

> mière guida les premiers auleurs du vrai sysléme de propagation de 

> In lumière; el le sujel seul est changé ici. » 

Celle réserve esl forl sage, el nous n'objeclerons pas au syslème des 
tourbillons, qu'on n'en peut pas donner une preuve sensible ; mais il est 
de simple justice d'en agir de même avec raltraction. 

3. Nous avons vu les objections du P. Seccbi; voyons son syslème 
d'explication. Nous en traduisons mot à mot la partie capitale (p. 45 1 
et suiv.) : 

• Nous supposerons ce milieu (l'éther dans lequel sont plongés tous 
les corps) composé d'atomes isolés indépendants, privés d'une force in- 
térieure quelconque, telle qu'élasticité, répulsion, etc., et seulement 
impénétrables el capables de mouvement; outre ces propriétés géné- 
rales, on peut imaginer deux hypothèses sur leur état : i^ qu'ils soient 
dans un repos absolu et. privés d'un mouvement rotaloire; 2"^ qu'ils 
soient doués d'un mouvement de rotation et de translation, ou au moins 
d'un mouvement de rotation. Examinons cependant ce qui doit arriver 
dans un tel milieu par un choc produit par une cause quelconque, la- 
quelle peut être une molécule, ou un atome même du milieu doué d'une 
très-grande impulsion. 

» Dans la première hypothèse, ou les éléments du milieu sont en 
repos et privés de force d'élasticité, il esl manifeste que la communica- 
tion du mouvement se fera suivant la loi des corps durs, c'est-à-dire 
qu'il se produira une translation simultanée de la masse heurtante et 
de la masse heurtée qui s'étendra jusqu'à l'extrême limite du milieu, 
sans autre effet qu'un déplacement d'une partie de la masse dans une 
certaine direction. Si l'on voulait, en dehors de cela, que de tels atomes 
fussent doués d'élasticité, mais sans rotation, l'effet se réduirait à une 
vibration et rien de plus. 

» Supposons maintenant, comme dans la seconde hypothèse, les élé- 
ments du milieu doués d'un mouvement rotaloire. Dans ce cas, le choc 
ne produira pas un mouvement de translation suivant une droite, mais 
un mouvement réparti dans une sphère environnant le corps choquant. 
Enfin, le choc se faisant généralement en dehors du pôle de rotation 
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et obliquement à l'axe, la composition du mouvement de rotation avec 
celui de translation dans Tatome choquant engendrera une résultante 
oblique, et son centre de gravité sera réfléchi de Tatome choquant di- 
rectement sur un autre voisin, et de là au plus proche, comme il arri- 
verait d'un corps élastique au milieu d'autres parfaitement élastiques. 
Par suite, on pourra, suivant les incidences, avoir des mouvements de 
réflexion qui équivaudront à l'élasticité, et d'autres àe progression avec, 
lesquels les atomes continueront leur chemin et dilateront le milieu, 
et, en outre, des mouvements de convenion positive ou négative, selon 
que la rotation continuera dans le même sens ou sera renversée. Ainsi, 
par de tels chocs, le centre de l'atome pourra retourner en arrière ou 
être précipité en avant et changer de direction avec augmentation ou 
diminiition de vitesse. La conséquence sera que les atomes seront mis 
tour à tour en mouvement, et on aura ainsi une dilatation et un dépla- 
cement tels, qu'on verra ainsi les atomes éloignés du centre de percus- 
sion/non pas en ligne droite, mais dans un espace d'une certaine 
étendue, que nous nommerons sphère d'action. > 

Le P. Secchi, continuant son roman, avance que les molécules des 
corps sont des petits mondes avec leurs atmosphères formant des tour- 
billons; que ces tourbillons k leur tour peuvent se grouper en systèmes 
de tourbillons ayant le mêmt; mouvement a l'extérieur et formant les 
molécules composées, etc., etc. Son argumentation est partout de la 
même force; c'est ce qu'il appelle des conjectures hardies : c In alcun 
punti certe congetture saranno giudicate forse un poco ardite, ma 
come cio è ben diverpo dall'essere false o proposte senza fondamento, 
quindi spero che il lettore leale prima di rigettarle vorrà esaminarle; 
ma essendo congetture io le do per quello che sono (p. vu). > Ce sont 
effectivement des conjectures, et rien de plus : on peut bien, il est vrai, 
s'étonner de voir l'auteur avancer que, si deux atomes se rencontrent, 
il y aura une translation simultanée de la masse heurtante et de la 
masse heurtée, et qu'il n'y a pas de mouvement de rotation; car ils 
doivent évidemment se séparer si les mouvements avant le choc peu- 
vent être décomposés en un mouvement normal à la surface au point de 
contact et un mouvement tangentiel différent dans chacun des corps; 
mais ici l'erreur du P. Secchi remonte tout entière k Poinsot, qui s'est 
trompé d'un bouta l'autre dans son travail sur la percussion des corps dun. 
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lequel sert de base aux théories de r Unità délie forze fisiche^ ainsi que 
Tauteur le dit lui-même en divers endroits. Il est vrai que le P. Secchi 
attribue au choc de deux molécules égales les résultats que Poinsot a 
obtenus pour le choc d'un corps mobile contre un obstacle inébranlable; 
mais le P. Secchi n'aurait pas commis cette méprise que ses conclusions 
n'en seraient pas moins erronées, et nous ne devons pas nous arrêter à 
de semblables chicanes. Nous prouverons que si les dernières particules 
des corps sont dures, toutes les vitesses dont on peut les supposer ani- 
mées à Torigine, autres que celles du mouvement général du centre de 
gravité du système, seront détruites dans un temps relativement très- 
court; qu'il en sera de même pour les molécules en partie élastiques; 
que l'élasticité entraine une dissociation indéfinie et rapide de tous les 
corps, quand il n'y a pas de force intrinsèque pour rétablir l'équilibre ; 
qu'en conséquence on ne peut, dans aucun cas, expliquer les lois ac- 
tuelles de la matière par des mouvements imprimés à l'origine des temps, 
se transformant ou s'échangeant par une suite de chocs successifs. En 
un mot, le système du P. Secchi et tous les systèmes analogues, où Ton 
veut expliquer la nature par des chocs de molécules et une vitesse im- 
primée à l'origine des temps,sont/m/7055/6/e5.Cette argumentation, basée 
sur les principes fondamentaux de la Mécanique, l'emportera, nous 
le pensons, sur les opinions et les appréciations de certains savants, 
quel que puisse être d'ailleurs leur incontestable mérite d'observateurs. 
Passons à l'examen du Mémoire de Poinsot sur la percussion des corps. 

4. Poinsot a entrepris d'écrire la théorie de la percussion des corps 
vers l'âge de quatre-vingts ans, époque de la vie où les plus fortes in- 
telligences Héchissent, à de bien rares exceptions près. Aussi l'a-t-il 
laissée inachevée, quoiqu'il eût promis, lors de la publication de la pre- 
mière partie en i^^'^ {Journal de Mathématiques de M. Liouviile, 2* série, 
t. Il, p. 281), d'en donner prochainement la suite. En i858, il n'a rien 
fait paraître, et les trois courts Mémoires publiés en \^S^[Journal déjà 
cité, t. IV, p. i6f , 171 et 431) "^ sont^ les deux premiers, que des 
éclaircissements sur le travail de 1857, et le dernier, que Texposition 
analytique et très-brève de l'idée mère de sa théorie. Ce dernier écrit 
précède immédiatement deux discours prononcés sur la tombe de l'il- 
lustre savant, dans le premier desquels M. Bertrand dit qu'il est mort à 
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rage (le quatre-vingt-trois ans. Ces dates nous apprennent beaucoup: 
on conçoit les défaillances qu'a dû éprouver cet esprit jadis si lucide, 
dans les conditions où il développait une théorie qu*il croyait nou- 
velle; car elle n'avait jamais é(é abordée qu'imparfaitement* comme il 
le dit lui-même, sous les dénominations qu'il emploie; et il ne semble 
pas se douter qu'elle avait, sauf les développements géométriques, été 
exposée assez complètement par Poisson sous le titre impropre de choc 
des corps mous. Il n'y a pas, en effet, de différence analytique entre It! 
corps dur de Poinsot et le corps mou de Poisson, où la durée du choc 
«st négligeable par suite de son extrême brièveté, où la déformation 
du corps est assez petite pour ne pas changer la surface extérieure du 
corps et pour que la portion de force qui y est employée soit insen- 
sible, où le corps choqué n'exerce aucune réaction sur le corps cho- 
quant. Remplacez les mots négligeable , assez petite, insensible par le 
mot nulle, sans rien changer, du reste, aux calculs que cette substitu- 
tion de mots n'affecte en aucune manière, et vous aurez la théorie du 
choc des corps durs. Il faut toutefois extraire de cette exposition ce que 
Poisson dit du frottement. Poinsot n*a pas vu la réalité sous les mots 
qui la voilaient. 

Bien qu'une première lecture du Mémoire de 1857 (le seul publié a 
part, à en juger du moins par le Catalogue de la maison Gauthier- 
Yillars), montre les habitudes de clarté et de méthode de l'auteur, on 
voit, en y réfléchissant, que ce travail a plus que le tort d'être resté 
inachevé. Il présente des inadvertances considérables, non-seulement 
en ce qu'il renferme une faute de calcul, sans grande conséquence à la 
vérité pour la théorie, mais encore dans la manière dont sont posées 
les questions. Aussi Poinsot arrive a des conclusions étranges qui l'eus- 
sent révolté quand il jouissait de la plénitude de ses facultés. Je citerai, 
comme une des plus fortes, le théorème suivant [Journal de Mathéma- 
tiques, 3* série, t. II, p. 3o5) : 

c 41 Quand le corps n a qu un simple mouvement de translation 

dans l'espace. Une peut y avoir aucun point par lequel le corps puisse être 

réfléchi. En quelque lieu qu'on présente l'obstacle, le centre de gravité 

du corps poursuit sa route dans le même sens qu'auparavant, et toujours 

avec une vitesse moindre. > 

2. 



( 'O 

Et l'obstacle inébranlable, car il s*agit d'un obstacle inébranlable, 
que devient-il quand le corps continue sa route dans la même direc- 
tion qu'avant le choc? C'est ce théorème absurde qu'invoque le 
P. Secchi dans la citation que nous avons faite au commencement de 
l'article 3. 

La faute de calcul existe dans le même Mémoire, p. 3o6. Lorsqu'on 

remplace h par —9 l'inégalité 

A»-8K»>o 
devient 

?. V 2 

et non 

a<2K^2, 
comme le prétend Poinsot. 

Nous ne relèverons pas une a une les erreurs qui entachent presque 
tous les résultats de Poinsot; nous nous contenterons de signaler la 
méprise capitale d'où elles dérivent toutes. Poinsot a complètement 
méconnu le rôle de la forme extérieure du corps dans le phénomène du 
choc. Il l'a cru renfermé tout entier dans la grandeur et la direction des 
axes d'inertie, tandis que la forme agit encore par la direction de la 
normale commune au point de contact. S'il est un axiome évident et 
incontestable en Mécanique, c'est qu'un obstacle détruit seulement les 
actions dont il rend l'essor impossible et nullement celles qu'il ne gène 
en rien; par suite, deux corps qui se rencontrent ne réagissent Tun sur 
l'autre que par leurs efforts estimés suivant la normale commune 
menée par le point de contact [*). Poinsot n'a pas aperçu cette consé- 
quence reconnue cependant partout depuis longtemps; on peut le voir 
d'un bout à l'autre de son Mémoire. Nous nous bornerons à citer, k 
l'appui de notre assertion, la solution du problème général donnée à la 
page [\i2 du tome IV du Journal de Mathématiques [1^ sénQ); la voici : 
c Désignons par Q la percussion qui se fera sentir au point fixe; il 
est évident que si, au moment du choc, on appliquait au corps une 
force — Q parfaitement égale et contraire a Q, le point du corps qui 



(*) Bien entendu qu*on écarte ici ia considération du phénomène physique du frottement. 
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est en C (le point de contact des corps choquant et choqué) aurait tout 
à coup une vitesse nulle, ou tomberait en repos k l'instant que l'on 
considère. 

> Pour obtenir les équations du problème, il suffit donc d'exprimer 
que, de l'ensemble des forces données et de la force inconnue •— Q, 
qu'on suppose appliquée en C, il ne doit résulter pour ce point particu- 
lier C du corps qu'une vitesse nulle; et cette seule condition étant dé- 
veloppée, donnera tout ce qui est nécessaire pour déterminer la gran- 
deur, la direction et le sens de la percussion cherchée Q. » 

On le voit, Poinsot suppose à tort que la vitesse du point C doit être 
nulle après le choc, tandis que la composante normale de cette vitesse 
est seule annulée. Pour faire sentir combien est fausse l'idée de Poinsot, 
il sufiit de faire observer qu'il tr(Aiverait un choc, alors même qu'à Tori- 
gine du choc les vitesses dont seraient animés les deux points C (celui 
du corps choquant et celui du corps choqué) seraient situées l'une et 
l'autre tout entières dans le plan de contact; et pourtant évidemment 
alors les deux corps ne réagiraient point l'un sur l'autre, car ils ne gé- 
néraient en rien leurs mouvements respectifs. 

5. Nous n'avons vu nulle part, dans les écrits que nous avons pu 
lire des adversaires des forces intrinsèques, la croyance d'un agent ex- 
térieur occupé sans cesse à rendre aux parcelles de la matière le mou- 
vement que le clioc leur enlève , ce qui serait d'ailleurs une argutie de 
mots; car cet agent extérieur remplirait absolument, quant aux résul- 
tats, les mêmes fonctions que des forces intrinsèques; nous avons vu 
toujours, au contraire, la croyance fausse que des mouvements impri- 
més k l'origine des temps pouvaient se perpétuer indéfiniment sans dé- 
perdition sensible, malgré des chocs infiniment multipliés, s'échanger 
et se transformer grâce à ces chocs, enfin arriver à produire ainsi tous 
les mouvements que nous voyons et qui constituent le monde physique. 
C'est donc cette croyance que nous avons à combattre; commençons 
avant tout par bien établir les bases de la discussion. 

I. Les géomètres ont défini les corps des portions limitées de t'es- 
pace; et cette définition suffit aux théories géométriques. Mais le plus 
simple coup d'œil jeté sur ce qui nous entoure nous en montre l'insuf- 
fisance dès qu'on veut l'appliquer aux corps matériels, puisque ceux-ci 
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(iifTèrcnt enlrc eux par diverses propriétés tout à fait iodépendantes 
de leur surface-iimile, telles que la couleur, l'odeur, le mouvement, etc., 
et qu'on peut concevoir leurs formes complètement indépendantes des 
propriétés dont il s'agit. Un corps matériel est donc un corps géomé- 
trique doué de propriétés particulières, indépendantes de sa forme, au 
moins dans certaines limites très-étendues, et qui lui son! inhérentes; 
nous pouvons qualifier d'atlnbuts ces propriétés. 

II. Tout corps matériel suffisamment grand peut être divisé en por- 
tions excessivement ténues, conservant les attributs du corps même. 
Néanmoins, tout nous montre, ne serait-ce que l'existence incontestable 
de lacunes ou />ore^ dans le corps matériel, que cette division ne peut 
pas être poussée au delà d'une certaine limite, excessivement petite à la 
vérité; d'où la définition de la molécule, qui est la plus petite partie en 
laquelle on puisse diviser le corps sans en altérer les propriétés caractéris- 
tiques. 

III. Mais nous voyons tous les jours des corps se former par la réu- 
nion d'autres corps sous certaines conditions. L'eau est un composé 
d'hydrogène et d'oxygène, l'acide sulfurique un composé de soufrent 
d'oxygène, etc. Il s'ensuit que la molécule du corps est composée des 
mêmes éléments que celui-ci, puisqu'elle en partage les propriétés; 
donc elle est décomposable en particules ayant des propriétés diffé- 
rentes. Ce dernier et extrême résultat de la division du corps, au delà 
duquel on ne peut plus rien partager, et qui est concevable par la pen- 
sée seulement, constitue ce qu'on appelle Vatome. 

Ces deux définitions sont admises aujourd'hui de tous; mais l'accord 
cesse lorsqu'il s'agit de caractériser la nature de l'atome. Pour les uns, 
partisans des idées scolastiques et de Saint-Thomas d'Aquin, Valome 
est un point mathématique doué d^un ou plusieurs attributs; pour les 
autres, partisans plus ou moins avoués des idées cartésiennes, et ne 
concevant pas la matière indépendamment de l'étendue, Vatome est un 
corpuscule de dimensions extrêmement petites^ mais assignables, doué, 
soit d'attributs, soit d'un mouvement. Ceux qui admettent les attributs 
se rapprochent en cela des auteurs scolastiques ; les autres, effrayés de 
l'idée d'attributs, qu'ils qualitient de causes occultes et mystiques, n'ad- 
mettent de particulier dans l'atome que la faculté d'éprouver des mou- 
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vements sous Tinfluence de causes extrinsèques, c*est-à-dire qui lui sont 
étrangères et lui viennent du dehors. C'est ainsi qu'une nouvelle école 
prétend tout expliquer par des transmissions et des échanges de mou- 
vement d'atome k atome. 

IV. Dès que Thomme a comparé les corps inanimés aux êtres ani- 
més» il a constaté entre eux une grande différence; c'est, dans la ma- 
tière, l'absence absolue de tout mouvement dénotant une volonté; 
abandonnée à elle-même, la matière obéit à des lois fixes; vient-elle à 
subir l'effet de causes étrangères, elle ne réagit sur celles-ci que par 
les tendances qu'elle possédait avant. Cette passivité, cette absence de 
spontanéité, en dehors de lois immuables et peu nombreuses, ont été 
exprimées par le mot iVinertie. En fait, l'idée d'inertie revient à ceci : 
que la matière a seulement un petit nombre de propriétés particulières, 
et qu^elle réagit par elles seules sur les causes extérieures dont elle vient à 
subir l' influence . Énoncée en ces termes, qui en sont l'expression exacte, 
la définition de l'inertie ressemble beaucoup aux vérités de feu de la 
Palisse; ce n'est pas une propriété réelle. 

On donne encore aujourd'hui le nom d'inertie à une chose toute dif- 
férente, à une conception idéale qu'on interpose entre la force qui agit 
sur un corps et ce corps même, conception qualifiée du nom Açi/orce 
d'inertie. M. le général Poncelet, qui en est l'auteur, l'a proposée au 
début de son Traité de Mécanique appliquée aux machines, afin de 
faciliter les énoncés de ses théorèmes; elle peut être commode pour le 
discours, mais elle nous parait de nature à jeter quelques obscurités 
dans l'esprit des lecteurs, et nous la mentionnons seulement pour mé- 
moire. Elle ne correspond h aucune réalité, et nous ne nous en occupe- 
rons pas. 

V. Les traités élémentaires de physique mentionnent l'impénétrabi- 
lité au nombre des propriétés fondamentales de la matière. Cette im- 
pénétrabilité revient, en dernière analyse, à ceci : que deux atomes dis- 
tincts ne peuvent pas occuper simultanément la mime place. C'est un 
fait d'observation, et c'est aussi, ainsi que nous l'établirons plus tard, 
une conséquence rigoureuse et nécessaire des principes fondamentaux 
de la Mécanique.. 
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6. Supposons maintenant un instant que tous les phénomènes du 
monde physique sont la conséquence d*un mouvement imprimé une fois 
pour toutes ^ Torigine des temps, et qu'une suite de chocs successifs 
transmet d*atome à atome en le transformant de différentes manières; 
que les atomes soient des points mathématiques ou des corpuscules ex- 
trêmement petits, mais de dimensions assignables, nous pouvons re- 
présenter par X, Y, Z les composantes, parallèlement à trois axes rectan- 
gulaires, de la vitesse dont est animé chaque atome inétendu, ou chaque 
élément de l'atome étendu. Nous pouvons supposer, en outre, nul le 
mouvement du centre de gravité du monde; car, s*il ne Tétait pas, il 
suffirait de remplacer X, Y, Z par des quantités égales X'4-X", 
Y' -h Y", Z' -h Z" dans lesquelles X', Y', Z' seraient les vitesses du 
centre de gravité, et X", Y", Z" les vitesses relatives. Or, d'après des 
théorèmes bien connus, les équations d'équilibre entre les vitesses rela- 
tives sont les mêmes qu'entre les vitesses totales, c'est-à-dire ont la 
même forme. Soit donc fx la masse de l'élément; on aura les six équa- 
tions suivantes : 

(A) S/xX = o, SfjLY = o, SfjtZ^o, 

(B) Sii(\x-Yx) = o, Sf/(Yz-Z7)=o, Si^(Z^ - Xz) = o. 

Ces équations montrent qu'il y a nécessairement des vitesses en sens 
contraire, ce qu^ n'écarte pas la possibilité des chocs, au contraire; 
mais elles ne prouvent pas du tout la persistance indéfinie du mouve- 
ment primitif; car elles peuvent être satisfaites par le système 

X=o, Y =: o, Z = o, 

aussi bien que par tout autre système de valeurs réelles de ces quantités. 
Admettons pour un moment que les atomes soient inétendus, 
quoique cette hypothèse ne se concilie guère avec l'idée de chocs, et 
qu'ils ne soient point parfaitement élastiques; ils sont alors soumis à 
une loi découverte par Carnot et donnée souvent sous son nom, savoir : 
que tout choc entraine une perte de forces vives. Donc, après un choc 
quelconque de deux molécules, la somme de leurs forces vives est plus 
petite qu'avant. Donc tout choc entraine une diminution de la force 
vive totale imprimée à l'origine des temps. Or, si l'on réfléchit qu'il y a 
six cents trillions de vibrations lumineuses de durée moyenne par seconde 



( «7 ) 
(Traité d' Optique physique de M. F. Billet, 1. 1, p. 47). que chacune de 
ces vibrations exige au moins quatre chocs pour former un circuit 
fermé, que dès lors, pour une molécule considérée avec celles qui les 
rencontrent, il y a au moins 2400 trillions de déperditions de forces vives 
par seconde, qu*il y en a ensuite énormément plus pour toutes les autres 
vibrations qu'il faut supposer en même temps pour expliquer les phé- 
nomènes physiques par des chocs et des mouvements imprimés à l'ori- 
gine des temps, on conçoit, quelque grande qu'on suppose la vitesse 
initiale, qu'elle soit bientôt détruite; en tout cas, il y aurait en peu de 
secondes des diminutions assez grandes pour qu'il en résultât des chan- 
gements physiques sensibles, ce qui n'est pas. Donc il est impossible 
d'attribuer les phénomènes matériels à des atomes inétendus, durs ou 
imparfaitement élastiques, et se transmettant par des chocs les mouve- 
ments dont ils ont été doués à l'origine des temps. 

Le théorème de Carnot cesse d'avoir lieu pour les points matériels 
parfaitement élastiques; ici, au contraire, le principe de la conservation 
des forces vives a lieu. Mais considérons une molécule située à la limite 
d'un corps plus dense que le corps contigu. Elle vibre, car tout vibre 
dans la nature, surtout pour ceux qui veulent expliquer les attractions 
par des vibrations. Evidemment, quand cette molécule tend à rentrer 
dans le corps plus dense, elle y reçoit des chocs plus violents ou plus 
fréquents que dans le corps moins dense lorsqu'elle y retourne. Donc 
le champ de son excursion tend sans cesse à se rétrécir du côté du corps 
dense, à grandir du côté opposé. En d'autres termes, elle s'éloigne du 
centre du corps dense et ne prendra une position stable que quand sa 
vibration rencontrera la même résistance des deux côtés. Pareille chose 
aura lieu pour la molécule voisine, et ainsi de proche en proche; en 
d'autres termes, le corps plus dense se dissociera jusqu'à ce qu'il soit 
également réparti dans le corps moins dense, et cette dissociation sera 
très-rapide, puisqu'il y a 600 trillions de vibrations par seconde, rien que 
pour la luinière, et que l'électricité, le calorique et l'attraction qu'on 
veut expliquer ainsi en supposent encore bien d'autres centaines de tril- 
lions. Or, cette dissociation rapide est complètement opposée aux faits 
d'expérience. Donc un choc entre points matériels élastiques ne peut 
pas expliquer les phénomènes physiques, puisqu'il conduit à des con- 
séquences entièrement opposées aux faits. 

3 
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Voyons à présent ce qui arrive pour les atomes de dimensions assi- 
gnables, quoique extrêmement petites. Prenons dans Poisson (Jmi/e de 
Mécanique^ 2® édit., t. II, p. 254 et suivantes) la théorie du choc des 
corps mous, qui est en même temps» ainsi que nous Tavons déjà fait re- 
marquer, la théorie des corps durs. Considérons deux corps de masses 
M et M', dont les centres de gravité sont G et G'. Choisissons, à l'instar 
de Poisson, un système d'axes rectangulaires particulier pour chacun 
d'eux, et qui sera formé des trois axes d'inertie principaux du corps 
correspondant. Appelons a, v^ w les trois composantes de la vitesse du 
centre de gravité G; g>> la vitesse angulaire de ce corps autour de Taxe 
instantané de rotation; />, ^, ries trois composantes de cette vitesse 
autour des axes principaux d'inertie, en sorte que nous ayons 

(C) w»=/?'-4- g^-h r*. 

Cela étant, si x,y^ z sont les trois coordonnées d'un point quelconque 
de M, rapportées aux axes principaux d'inertie, les composantes de sa 
vitesse, parallèles a ces axes, et provenant de la rotation, seront 

qz — rj, rx — pz, py ~ qx ; 

par conséquent, la vitesse du point aura pour composantes totales 

(D) u-^qz — rjr^ v -{- rx — pz, w -\- py — qx. 

Désignons les vitesses que le corps prend après le choc par i/ + Ai/, 
V -4- Av, w -h Am^, p -^ A/>, etc.; les vitesses du point considéré seront, 
après le choc, 

/ u -i- Al/ -f (g -4- Ag)5 — (r -4- Ar)/, 

(E) \ V -h àif -+- (r-^ ^r)x — (p^Ap)Zy 

\ iv -h àiv-^ip-^- Ap)y — {q -\- Aq)x; 

car le choc étant instantané, le point n'aura pas changé de position 
pendant sa durée. Pour le même motif, les composantes auront les 
mêmes directions avant et après le choc; et les composantes des forces 
perdues par l'élément rfm, dont le centre a pour coordonnées x, y, z. 
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seront leis différences des expressions (E) et (D), c* est-à-dire : 

I{Au -h zAq — jArjrf/it, 
(At' -h xùkr — zLp)dm^ 
(àw-^jr^p — x^q)dm. 

Soit N la force normale transmise par le corps G au corps G'. Ses an- 
gles avec les axes d'inertie de G sont donnés dès que le point de contact 
est connu, puisqu'ils sont ceux de la normale en ce point. Désignons 
par a, bj c les trois coordonnées du point de contact rapportées aux 
axes principaux de G, et par a, /3, 7 tes angles respectifs de la normale 
avec ces axes; les six équations d'équilibre des quantités de mouve- 
ment perdues par le corps M dont le centre de gravité est G seront 
[Traité de Mécanique^ t. II» p. a 58 et 259) : 

Ncosa -4- MAm = 0, Ncosp -h MAt' = o, Ncosy -f- MAiv - o; 

Nfacosô— ftcosa) -h CAr=:o, 
^ N(6cosy — ccosP) -f- AA/i=:o, 

N(ccosa — rtcosy) -4- BAg=: o. 

Ces équations différent de celles de Poisson par la notation que nous 
avons adoptée pour les accroissements de vitesse, et A, B, C sont^ les 
trois moments d'inertie principaux donnés par les relations 

A= f I f{x' -^ ^^)dm, B= j j j(z''^x^)dm, C= f f fi^' -hx')dm. 

Supposons qu'on prenne , dans le corps G', le système de coordon- 
nées correspondant avec le point de contact du côté desa?, j, z positifs, 
comme on l'a fait pour G, mais en les affectant d'un accent; nous au- 
rons de même 

Ncosa' -f- M'Aa'=:o, Ncos^' -f-M'Av'^o, N cos/ 4-M'Aiv' =0; 

N(a' cos(3' — 6' cosa') -f- C Ar' = o, 
^ ^ ^ N(6'cosy'-c'cos(3')-hA'Ap'==o, 

N(c' cosa' — a cosy' ) -+- B' Ag' = o. 

En6n écrivons que la vitesse normale après le choc est la même des 

deux côtés du point de contact. En tant qu'appartenant au corps G, 

3. 
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les composanles de la vitesse de ce point après le choc se déduisent des 
formules (E), en y remplaçant respectivement a?, j, z par a, b, c\ ce 
sont 

u -f Am -4- (ç 4- Ag )c — (r -i- Ar )ft, 
V -f-Ai' -4-(r -4-Ar)a — (/?-4-Ap)c, 
tvH- A(v4- (p -f- A/>)6 — (7 4- Ag)a; 

en tant qu'appartenant au corps G', elles seront 

u' 4- A«' -+- {q' -f- Ag')c' - (r' -h- Ar' )6', 
s/ ^^^^/ -+-(r'-4- Ar' )€!' — (/?' -+-A/>')c', 
iv' -f- At*/ 4- (p' -4- A/>')6' - {q' -+- Ag')a' ; 

mais elles sont prises en sens contraire des précédentes, puisque le 
point de contact est pris, dans chaque corps, pour le côté des ordonnées 
positives. Si donc on veut établir que les deux vitesses sont égales, il 
faut établir que la somme des composantes précédentes projetées sur la 
normale est égale à zéro. On a donc la relation 

[m -f-Aa -\-(q -^ ùiq)c — (r-4-Ar)6] cosrt 
-f- [f -4- Ai' -+-(r -hAr )a — (/i 4- A/? )c ]cosP 
4- [(V 4- A(v 4-(/> 4- A/? )b —(q 4- Aj )a ]cosy 
4- [u' 4- Au' H-(7'4- A7')c' - (r' 4- Ar')6'] cosa' 
-h[v' 4- A/ 4-(r'4-Ar')a'-f/?'4-A/>')c']cos(3' 
4- [iv' 4- Aiv' 4- (p' 4- Ap')b' — ( ç' 4- A^' )a'] cosy' = o. 

En combinant cette équation avec les relations (H) et (I), et posant, 
pour abréger, 



(K) 



(L) 



(M) 



^_ I (6 cosy — c cosp )' (c cosa— a cosy )' (a cos(î — fr cosa )' 
^~M"^ Â "^ B "^ C 

J_ {b'cosy'—c'cos^'Y (ccosa'—a'cosy'Y (a cos^'—b' coscc'Y 

V = (m -h qc — rb) cosa 

4- (t' 4- ra — pc) cos^ 4- ((v 4- /? é —ça) cosy, 

-V' = (M'4-?'c''-r'6')cosa' 

{v-^ r'rt' — ;>'c')cos(î'4-((v'4-/>'6'— çV)cosy', 
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nous rappelant en outre les relations connues, 

cos'a H-cos'j3-+- cos*y = i, cos'a'^-f- cos'(3'-f- cos'y' — i, 
nous verrons facilement que Téquation précédente se réduit à 

(N) V-V' = ND, N^ ^ ~^' ; 

V et V représentent visiblement les composantes normales des vitesses, 
avant le choc, des points en contact comptées dans le même sens; de 
plus, d'après la composition même de (L), D est toujours positif et ne 
peut jamais être nul. Les vitesses des centres de gravité après le choc 
seront donc ; pour le corps Gr 

(V--V)cos« ^ (V-V)cos(3 ^^ (V-V)cosy 
^^' " MD ' ^ MD ' '' MD ' 

et pour le corps G% 

,i«». . (V-V'Koso' . (V-V')cos!3' . (V-V')cos/ 

les composantes des rotations autour des axes principaux d'inertie 
seront : pour le corps G, 

_ (V — V')(fecosy — ccos^) 
^ AD ' 

(V-V)(ccos«-acosy) 
(N ) {q gg , 

_ (V— VK)( acos(3— h oosa)^ 



CD 



et pour le corps G', 



,_ (V— V^)(ycosy^ — c'cos(3^) 
^ A'D ' 

, (V.^V)(c^cos«--fl-cos/ ) 
(N'M {q grp > 

^ (V-V')(a'cosP'— 6'oosa') 
r çr^ 
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Nous pouvons dès a présent calculer la somnoe des forces vives de tous 
les éléments de deux molécules avant et après le choc. Avant le choc, 
elle sera, ainsi qu'il est facile de le voir au moyen des formules précé- 
dentes : 

jpj I j j j 

I -h Ç Ç Ç[(u'-^q'z'-~ryy-¥{v'-¥t'x'---p'z'Y-\-(w'-\-p'x'--q'x'Y]dm\ 

Après le choc, on trouvera 



»>»/"» 



i/ii 



4- 



/// 



-h 



4- 



u -if-qz—ry — 



' -\-rj: — pz — 



w 4-/^r - qx — 



(V_V')C0Sa (V- V')(rcosa — «C087) (V — V')(rtCOS?- Acosa) 1» 



(V- 



MD 

V')cos? 



(V- 



MD 
V) C0S7 



BD ^"^' ""Td" ^^'J 

(V_V')(flC08^ — ^cosa) (V-V')(6ros7-rcos^) "»' 



CD 



AD 



] 



MD 



(V-V) (6cos7— rcosP) . (V — V')(rcosa — rtC0S7) y ï . 

- — T3 -^''^ — BD ^-"J r"' 



u'-^q'z-r'y- 
w*-^p' y — q*x* — 



(V_V')rosa' (V— V')(c'cosa'-/ï'cos7')^, , (V-V) (a'cosp'-^'cogaO^,,"!' 
M'D 

M'D 

(V-VQcosy 
M'D 



B'D ^"^ CD -^ J 

(V-V')(tf'cosp'-6'cosa') (V-V) (^'c(»7'--f^cosp;) rV 



CD *^"^ A'D ' * 



] 



(V-V')(6'cos7'-c'co8p') ,^ (V~V')(r^co8a'-fl'co8y) ,"]' 



A'D 



y4- 



B'D 



] 



Hm\ 



Retranchons (Q) de (P); nous aurons la force vive perdue après le 
choc. Au moyen de quelques substitutions faciles et inutiles à repro- 
duire ici, nous verrons que cette force vive perdue est égale à 



(R) 



D 



quantité essentiellement positive et toujours > o, excepté dans le cas 
de V = V, auquel il n'y a pas de choc. Donc tout choc entre deux mo- 
lécules de dimensions assignables entraine une diminution de forces 
vives; et comme il faut toujours admettre au moins 2^00 trillions de 
déperditions de forces vives, par chaque couple de molécules, dans 
l'intervalle d'une seconde, on arrivera encore, comme pour les atomes 
inétendus, à cette conséquence, que tout mouvement impriméà l'origine 
des temps serait détruit rapidement par une série semblable de chocs. 
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puisque la somme des forces vives y serait bientôt réduite à zéro; ce 
qui exige la nullité de toutes les vitesses. 

7. La même conséquence subsistera pour les atomes de dimen- 
sions assignables, et imparfaitement élastiques; e!le se vérifie même en 
partie pour les atomes entièrement élastiques; car il y a généralement 
déperdition de forces vives dans le choc de deux corps parfaitement^ 
élastiques, et il faut des conditions tout à fait particulières pour qu'il 
n'en soit pas ainsi ('). Si Ton admettait d'ailleurs des conditions telles 
qu'il y eût toujours égalité de forces vives, on verrait, comme précé- 
demment, que les corps plus denses se dissocieraient avec une extrême 
rapidité contrairement k toute observation. 

Donc, quelle que soit la nature des atomes, des forces imprimées à 
l'origine des temps combinées avec une série de chocs ne peuvent en 
aucune manière expliquer les phénomènes du monde physique; il faut 
des forces agissant constamment, des forces accélératrices en un mot, 
et ces dernières ne peuvent être qu'intrinsèques. Il y a plus : devant 
l'énorme déperdition de forces qu'amèneraient les chocs et la«grande 
quantité de mouvement que les forces accélératrices devraient fournir 
pour réparer ces déperditions, on est conduit k admettre que les phé- 
nomènes moléculaires sont dus uniquement aux actions intrinsèques, 
et n^amènent pas de chocs; en un mot, le système des savants qui se 
qualifient de physiciens modernes est en tout le contre-pied de la 
vérité. Nous n'avons à considérer que des forces intrinsèques, sans 
chocs, dans l'étude des causes des phénomènes moléculaires. 

§ II. — Forme générale des lois de V attraction. — Principes 

généraux. 



8. Nous avons démontré, dans le paragraphe précédent, l'impossibi- 
lité absolue d'expliquer les phénomènes du monde physique par une im- 
pulsion primitive et une série de chocs, ainsi que la nécessité de faire 
intervenir une force accélératrice propre à chaque molécule, et par con- 
séquent intrinsèque ou tout à fait assimilable k une force intrinsèque. 

(*) ^ojrez une Note de M. de Saint- Venant , Comptes rendus des séances de rAcadémit 
des Sciences, t. LXIII, p. 1108. 
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Nous avons prouvé en même temps la grande improbabilité de chocs fré- 
quents entre les molécules; il est douteux dès iors qu'il y en ait jamais. 
Nous nous bornerons, en conséquence, à étudier le système d'attractions 
sans chocs. 

Nous avons énoncé au n° 5 les diverses conceptions qu'on pouvait 
se faire de l'atome. Ce peut être : i** un point géométrique doué d'at- 
tributs; !2^ un corpuscule excessivement petit, mais de dimensions assi- 
gnables, doué d'attributs. Si c'est un corpuscule, iï peut être dur, c'est- 
à-dire de formes invariables; ou plus ou moins élastique, c'est-à-dire 
capable de céder en partie au mouvement d'un autre atome qui vien- 
drait à le toucher, et de reprendre ensuite plus ou moins complètement 
sa forme première. Qu'il soit dur, ou plus ou moins élastique, sa forme 
pourrait intervenir dans certains phénomènes oii les atomes seraient 
situés à des distances les uns des autres de même ordre que leurs dimen- 
sions. Dans ce cas, même sans chocs, la forme pourrait à son tour éprou- 
ver une légère influence de l'effet des attractions si le corps était assez 
élastique ou mou; ce qui ne parait point probable, car il est évident 
que des faits qui auraient amené un changement permanent dans les 
formes des atomes en amèneraient en même temps un dans lespropriétés 
physiques du corps; ce qui constituerait la transmutabilité des corps, 
qui semble contraire à Texpérience. On est donc conduit à penser que 
si les atomes ont des dimensions assignables, ils doivent être ou com- 
plètement durs ou complètement élastiques. Dans l'un et dans l'autre 
de ces cas, certains phénomènes peuvent se produire sans que les dis- 
tances des atomes cessent d'être extrêmement grandes par rapport aux 
dimensions des atomes, qu'on peut alor^ considérer, sans erreur sen- 
sible, comme des masses concentrées en leurs centres de gravité. Les 
choses se passeront donc comme si les atomes étaient des points mathé- 
matiques doués d'attributs. La molécule a toujours des dimensions; 
car, à cause de rimpénétrabilité de la matière, les divers atomes consti- 
tutifs ne peuvent pas être concentrés en un même point; ils sont à des 
distances extrên^ement petites les uns des autres, mais assignables. 
Toutefois ces dimensions peuvent être parfois négligeables par rapport 
aux distances qui séparent les molécules, et alors celles-ci se compor- 
tent les unes par rapport aux autres comme si leurs masses étaient con- 
centrées en leurs centres de gravité. C'est le seul cas dont nous abor- 
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fierons Tétude dans le présent travail ; évidemment, il ne comporte rien 
de ce qui a trait aux phénomènes chimiques, mais il n'en permet pas 
moins de pénétrer quelques-unes des lois fondamentales du monde ma- 
tériel. 

9. On sait comment Newton, dans ses Principes mathématiques de phi- 
losophie naturelle j arrive à établir la loi de l'attraction universelle; il 
commence par étudier les conséquences, au point de vue du mouvement 
planétaire, de l'attraction en raison inverse de la distance et de l'attrac- 
tion en raison inverse du carré de la distance; les lois du mouvement 
découlant de chacun de ces principes une fois obtenues, il les compare 
à celles que Keppler a déduites de l'observation; et comme ces dernières 
sont en accord parfait avec les lois provenant de l'attraction en raison 
inverse du carré de la distance, en désaccord complet avec les autres, 
il en conclut que la gravitation universelle est en raison inverse du carré 
de la distance. Cette marche, très-logique, a l'avantage de renfermer 
toutes les recherches spéculatives dans le domaine de la raison pure, 
et d'éviter les erreurs auxquelles peut, en fin de compte, entraîner une 
série d'approximations où Ton finit quelquefois par ne plus voir net- 
tement la grandeur des quantités négligées. Les résultats obtenus par 
cette voie satisfont aussi l'esprit mieux que des lois empiriques fondées 
sur l'expérience. 

Rien ne montre que Newton ait essayé pour les actions moléculaires 
la marche qui lui avait si bien réussi pour les phénomènes astrono- 
miques; il a échoué, s'il l'a fait, parce que l'hypothèse de la continuité 
de la matière, qu'il a toujours admise en fait, ne pouvait lui fournir que 
des résultats erronés et en désaccord complet avec les véritables, dès 
qu'il l'appliquait aux phénomènes moléculaires. Et comme il n'a ja- 
mais publié ses premières recherches en quoi que ce soit, et q^i'il a 
donné ses théorèmes seulement après les avoir revêtus d'une forme 
géométrique, on conçoit qu'il ait supprimé des essais avortés. 

Nous ignorons si les géomètres qui, postérieurement à Newton, en- 
treprirent de tout expliquer par l'attraction universelle, le P. Boscowich 
par exemple, ont essayé de reprendre la marche inaugurée dans les 
Sections II et III du livre P' des Principes; nous manquons de l'éruditioi^ 
et des ressources bibliographiques nécessaires pour avoir une opinion 

4 
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personnelle sur ce sujet. Mais s'ils Tonl tenté, ils ont dû également 
échouer, faute de ressources analytiques suffisantes. C'est ce que nous 
établirons dans le § V, où nous montrerons un nouveau cas, non remar- 
qué jusqu'à ce jour, dans lequel la formule d'Euler tombe en défaut, 
et où nous chercherons une expression de l'erreur. Sous cette réserve, 
nous pouvons reprendre en toute sécurité la marche de Newton, et c'est 
ce que nous allons faire. Puisque nous supposons les distances des mo- 
lécules assez grandes par rapport a leurs dimensions pour qu'on puisse, 
sans erreur sensible, négliger ces dernières, et remplacer les molécules 
par des points matériels représentant les niasses concentrées en leurs 
centres de gravité, nous regarderons la force intrinsèque ou attraction 
qui tend à unir les molécules comme une fonction seulement de la dis- 
tance des deux molécules envisagées en particulier. 

10. Quelque hypothèse qu'on fasse sur une force dépendant de la 
distance, décroissant très-rapidement quand celle-ci augmente, et ne 
changeant pas avec la nature des coordonnées choisies, il faut admettre 
en général qu'elle est développable en série de termes ordonnés suivant 
les puissances décroissantes de la distance, et toutes négatives; en outre, 
comme les équations de Téquilibre et du mouvement sont linéaires par 
rapport aux forces, il faut admettre que toute action moléculaire, quelle 
qu'elle soit, peut être représentée par une somme, en nombre fini ou 
infini, de termes tels que 
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dans laquelle a, |3, 7, . . . représentent des quantités positives crois- 
santes, r la distance des deux points matériels dont on envisage l'ac- 
tion, et a, bf c,. . . des constantes positives ou négatives, indépendantes 
de la distance, mais pouvant, dans certains cas, changer avec la direc- 
tion de celle-ci. Chacun de ces termes interviendra dans l'action molé- 
culaire totale, et la somme des actions correspondantes représentera 
l'action réelle. Donc, il est bon d'étudier séparément les effets qu'une 
attraction en raison inverse d'une puissance n de la distance peut pro- 
duire dans les phénomènes moléculaires, et de les comparer aux résul- 
tats de l'expérience; en un mot, la marche qui a conduit Newton à la 
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découverte des lois de la gravitation universelle est applicable à Tétude 
des phénomènes moléculaires, et ne peut qu'y jeter une lumière pré-^ 
cieuse, en faisant connaître comment se comportent mathématiquement 
les lois de l'attraction à ces très-petites distances. 

Nous trouverons encore, dans cette étude, la solution d'une difficulté 
qui ne nous semble pas avoir été assez remarquée jusqu'à ce jour. On 
admet la plupart du temps que, en fait de phénomènes moléculaires, 
les formules déduites de l'hypothèse de la matière continue, toute 
fausse que soit celle-ci, représentent avec une approximation très- 
grande les résultats que donnerait la matière discontinue, si on savait 
les calculer. On admet aussi que l'action moléculaire est une fonction 
de la distance qui décroit si rapidement avec elle qu'extrêmement 
grande à des distances presque insensibles, elle s'évanouit sensiblement 
aux plus petites distances appréciables; qu'en outre, elle donne géné- 
ralement des pressions obliques sur un plan passant par un point donné 
d'un corps. Mais nous venons de voir que cette action moléculaire peut, 
d'une façon générale, être représentée par la série 
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donc son effet total se compose de la somme des effets dus à chacune 

des actions particulières ar"'^, èr"^,.... Or, si ces derniers effets sont 
représentés fort approximativement par les formules de la matière con- 
tinue, aucun d'eux ne donnera de composante oblique; et on ne com- 
prend pas dès lors comment leur somme peut en avoir, ainsi qu'on 
l'admet, et que le prouve d'ailleurs l'expérience. Il y a donc une con- 
tradiction flagrante et inexpliquée entre les principes acceptés de nos 
jours.* Comme nous le verrons plus loin, la solution en est dans ce fait 
que l'assimilation admise entre les formules de la matière continue et 
celles que fournirait la matière discontinue n'a pas la généralité qu'on 
lui suppose trop gratuitement; qu'elle est tout à fait errouée quand il 
s'agit d'actions moléculaires, et peut alors conduire aux plus grands 
écarts. Aurions-nous seulement obtenu cette conséquence, que nous 
aurions déjà, ce nous semble, justifié la marche que nous avons choisie 
pour étudier les phénomènes moléculaires. 

1 1. En établissant que nous considérions seulement les phénomènes 

4. 
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où ToQ peut, sans erreur sensible, assimiler les molécules à des masses 
matérielles concentrées en leurs centres de gravité, nous avons laissé en 
suspens la question de savoir si les atomes étaient de simples points 
mathématiques doués d*attributs« ou des corpuscules de dimensions 
extrêmement petites, mais assignables; nous nous somm<9s borné à faire 
observer qu'en tout cas les molécules, en tant qu'agrégats d'atomes, 
avaient nécessairement des dimensions. Toutefois, Tidéexle masse n'est 
pas la même dans les deux conceptions; nous allons définir les deux. 
La masse de Tatome étendu est la quantité de matière qu'il contient; 
ce qui est une idée très-simple et très-nette en dehors de celle de la 
nature même de la matière; la masse de l'atome inétendu est l'énergie 
avec laquelle il exerce son action. Comme, dans la première concep- 
tion, l'énergie de l'action est évidemment proportionnelle à la quantité 
de matière de l'atome, les masses se mesurent de la même manière 
dans les deux systèmes, savoir : par comparaison de leur énergie avec 
celle d'une molécule particulière, qu'on convient d'avance de prendre 
pour type. Cependant, une idée qui s'allie très-bien avec celle des 
atomes inétendus est que les énergies pour l'attraction en raison in- 
verse du carré des distances ne sont pas nécessairement, pour deux 
atomes de nature différente, dans le même rapport que leurs énergies 
pour l'attraction en raison inverse de la n'^""' puissance de la distance ; 
en d'autres termes, les atomes inétendus, comparés entre eux et à l'atome 
type, peuvent ne pas avoir une seule et même masse pour tes diverses 
espèces d'attraction; le plomb, par exemple, aura une masse atomique 
supérieure à celle du fer pour l'attraction en raison inverse du carré de 
la distance, et une masse inférieure pour l'attraction en raison inverse 
de la /i"*"' puissance. Cette conception ne concorde plus avec •l'idée 
d'atomes étendus; mais les physiciens, qui, depuis longtemps, se sont 
heurtés à cette difficulté dans Tétude de certains phénomènes, l'ont 
déjà résolue plus ou moins heureusement en introduisant la notion de 
capacité. Ainsi, ils ont dit que deux corps différents, de même masse, 
avaient des capacités calorifiques différentes. Nous n'avons pas l'inten- 
tion de discuter ici le mérite de cette explication, car il faudrait, pour 
cela, traiter à fond la question des atomes étendus et des atomes iné- 
tendus, pour laquelle aous ne voyons pas encore suffisamment d'argu- 
ments réellement scientifiques. Nous nous bornons à constater que les 
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deux hypothèses d'atomes étendus et d'atomes inétendus permettent 
plus ou moins intelligiblement d'arriver au même résultat, qui est 
de représenter par 
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l'attraction d'un atome [i sur un atome fx' en raison inverse de la n 
puissance de la distance r, quand on a représenté par 

l'attraction en raison inverse du carré de la distance. Dans ces t'or- 
mulesy /x et jjl' sont les masses des atomes telles que la pesanteur les 
détermine; jx/2 est l'effort exercé par la gravitation de l'unité de masse 
sur l'atome k l'unité de distance; o), gu' sont les capacités des masses 
fji, fji' pour les attractions en raison inverse de la n*^""' puissance de la 
distance, si l'on adopte l'idée cartésienne d'atomes étendus; ou, si l'on 
préfère la conception des atomes inétendus, ei»jx, ca'/x' seront les masses 
des atomes pour l'attraction en raison inverse de la n'^'"' puissance de la 
distance. Il va sans dire que a> est constant pour tous les atomes d'un 
même corps simple. 

Tout ce que nous venons de dire convient aux molécules, quand on 
peut les considérer comme des masses matérielles concentrées en des 
points mathématiques. 

12. Prenons un système de coordonnées rectangulaires, et considé- 
rons deux molécules différentes, concentrées en des points mathéma- 
tiques, appartenant au même corps ou à des corps différents, et 
désignons les quantités qui s'y rapportent par les mêmes lettres que 
ci-dessus. Leur attraction mutuelle en raison de la n'^"*' puissance de la 
distance aura pour composante parallèle à l'axe des u, u désignant 
l'une quelconque des coordonnés j?, y, z, une expression de la forme 
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Or, comme on a en même temps 

(2) r^ = (x - x'y -h (X - yr -¥ (z - z'y = ^{u - u')\ 
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et par ronséqucnl, 
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il s'ensuit que Texpression générale de la composante sera 
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et que la composante de Taltraclion totale du corps sur jul' sera, parallè- 
lement à Taxe des w, 
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Donc» quand on emploie des coordonnées rectangulaires, la recherche 
des composantes de Tattraclion en raison inverse de la n"""" puissance 
de la distance devra se borner à la recherche de 
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qu'on dérivera ensuite par rapport à celle qu*on voudra des coordon- 
nées x\ y\ z\ et qu'on multipliera par wii'mL'fn pour avoir la com- 
pQsante parallèle à cette coordonnée. Cette recherche est encore évi- 
demment plus simple quand /x est constant dans tout le corps, puisqu'il 
sort alors de dessous le signe sommatoire. Différentes idées ont eu cours 
à ce sujet. S'appuyant sur une observation superficielle, des physiciens 
ont cru à l'inégalité des parcelles élémentaires des corps, et ont con- 
sidéré ceux-ci comme des espèces de brèches ou poudingues (j*em- 
prunte à la géologie la meilleure manière de représenter l'idée) for- 
mées de parcelles inégales entassées confusément et sans ordre. Parmi 
les géomètres, Poisson admet la possibilité de cette hypothèse [voyez 
notamment le Mémoire inséré au 20* cahier du Journal de V École Pofy- 
technique), et cherche à la comprendre dans ses formules; mais, quand 
il arrive au détail, il n'envisage que des molécules variant régulière- 
ment en verlu de la chaleur. Si nous discutons cette hypothèse en elle- 
même, nous arrivons aux conclusions suivantes : 
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i^ Elle est inconciliable avec Tidée d'atomes réduits à des points 
mathématiques doués d'attributs. Car, avec cette dernière, comment 
concevoir des corps différents, si ce n'est en supposant leurs atomes 
constituants doués d'attributs (c'est-à-dire d'énergies d'action) diffé- 
rents? Et des atomes doués d'attributs inégaux ne peuvent pas ap- 
partenir au même corps. Vainement dirait-on que les trois termes dont 
parle M. Ath. Dupré {voyez le n"* 1) ont entre eux le même rapport, 
qu'ils sont multipliés par un coeificient plus grand, et que cela suffit; 
l'existence bien connue des corps isomères montre que des molécules 
composées des mêmes éléments, mais dans des proportions différentes, 
n'ont pas les mêmes propriétés, et qu*il doit en être de même des par- 
celles élémentaires. 

2® Elle est inconciliable avec l'expérience et l'idée moderne de par- 
celles étendues, dénuées d'attributs, agissant uniquement en vertu de 
mouvements constamment échangés. En effet, si les parcelles ou mo- 
lécules n'agissent que par leur quantité de mouvement, ce qui les dé- 
termine à appartenir à un corps n'est pas un mouvement variant sans 
cesse, mais c'est ou leur forme, ou leur masse, ou une combinaison de 
ces deux causes. Or, jusqu'à présent les observations les plus délicates 
n'ont rien révélé dans les phénomènes qui dût être attribué à la forme 
des molécules plutôt qu'à leur disposition. {Voyez notamment les con- 
clusions de M. Jamin sur la Polarisation rotatoire dans les cristaux. 
Cours de Physique de V École Polytechnique, t. IH, p. 662.) Donc, 
puisque la forme moléculaire ne semble pas devoir influer sur les phé- 
nomènes les plus intimes, il faut que ce soit la masse, et dès lors les 
dernières particules d'un même corps doivent avoir toutes la même 
masse, car c'est le seul caractère qui les différencie des dernières parti- 
cules des autres corps. 

3** L'hypothèse de molécules inégales peut être acceptée par les phy- 
siciens éclectiques qui admettent à la fois l'idée cartésienne d'atomes 
étendus et l'idée scolastique des attributs, pourvu qu'ils supposent ces 
derniers indépendants de la forme; mais il faut supposer des attributs 
assez nombreux : La numerosa schiera di attrazioni e ripulzioni che ora 
popola lajisica^ dit le P. Secchî dans VUnità délie forze fisiche^ p. iiZ\ 
car ridée de masses diverses attirées suivant les puissances de la dis* 
tance» ou de masses et de capacités devient insuflisante, puisque la na- 
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lurc du corps ne dépend plus de la masse moléculaire, supposée va- 
riable. Toutefois, le nombre de ces physiciens éclectiques diminue de 
jour en jour, et ceux qui admettent les atomes étendus doués de forces 
intrinsèques dépendant nécessairement de la forme et de la dimension 
dans les phénomènes les plus intimes, tels que les actions chimiques, 
sont forcés de rejeter Thypothëse des atomes inégaux. Les raisons en 
sont les mêmes que pour les partisans exclusifs des forces extrinsèques. 
Ainsi, en adoptant l'hypothèse de la constance de la masse des molé- 
cules dans un même corps, nous négligeons l'hypothèse la moins plau- 
sible, et nous trouvons une grande simplification dans les calculs. La 
recherche des composantes de l'attraction exercée par un corps sur 
un point de masse [j/ est donc ramenée à l'étude de l'expression 

Il importe, toutefois, de faire observer que cette manière d'obtenir les 
composantes n'est permise qu*avec les coordonnées rectangulaires. En 

effet, désignons respectivement par ary, yz, zx, les angles quelconques 
que font entre eux les axes obliques des x et des j, des y et des z, des 
z et des x\ nous aurons, d'après un théorème connu, 

' 4- '^iy — y) (z — z') cosyz -4- 2{z — z')(x — X*) t:0%ZX\ 

d'où l'on peut déduire l'expression générale 
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ce qui n*est plus dans un rapport simple avec la composante, dont l'ex- 
pression est toujours la formule (i). L'abréviation indiquée ci-dessus 
convient donc uniquement au cas des coordonnées rectangulaires. 

13. Les principaux géomètres qui se sont occupés, dans le siècle 
présent, d'appliquer à la recherche des lois du monde physique les 
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principes de la mécanique ralioonelie ont tons supposé un état primitif 
où le corps n'était soumis à aucune force, et auquel ils rapportaient les 
positions des molécules du corps déformé sous Taction des forces ayant 
amené Tétat actuel où on le considère. Nous adopterons cette hypo- 
thèse fort légitime et éminemment commode pour l'application du cal- 
cul; nous distinguerons toujours désormais l'état actuel et Tétat pri- 
mitif; nous définirons bientôt ce dernier d'une manière plus complète. 

Du moment que nous admettons des molécules concentrées en des 
points, il suffit de considérer des points matériels, c'est-à-dire représen- 
tant une certaine quantité de force. Ceci posé, nous pouvons choisir 
une file de points matériels consécutifs, et faire passer par eux une 
courbe continue ; nous pouvons, à côté de cette première file de points, 
en prendre une seconde, dirigée de telle sorte qu'il ne reste aucun 
point matériel entre elles deux;. nous pouvons ensuite en choisir une 
troisième, disposée par rapport à la seconde comme celle-ci l'est par 
rapporta la première, puis une quatrième, une cinquième, etc., dispo- 
sées chacune, par rapport à la précédente, comme la seconde l'est par 
rapport à la première, et ainsi de suite. En opérant ainsi de proche en 
proche et dans tous les sens, nous répartirons tous les points matériels, 
ou centres de molécules, du corps attirant sur un nombre de courbes 
extrêmement grand, mais non infini, puisque les points eux-mêmes 
sont en nombre excessivement grand, mais non infini. Nous pouvons 
dès lors concevoir toutes les courbes assujetties à une loi unique. 

En agissant sur les mêmes molécules dans un autre sens, mais d'après 
une marche analogue, nous pouvons déterminer un second système de 
courbes continues, qui couperont nécessairement toutes les courbes du 
premier système aux points matériels qu'elles contiennent, et compren- 
dront tous ces points. Étant donnée une première courbe /3 de ce second 
système, soient a, a', a", a!\... les courbes successives du premier sys- 
tème sur lesquelles elle s'appuie; nous pouvons tracer toutes les autres 
courbes ]3 appuyées à la courbe a, de telle sorte qu'elles s'appuient éga- 
lement sur les courbes a', a'', a'",... ; et, par suite, ces dernières courbes 
a.\ a!\ «%..• rencontreront les mêmes courbes du second système que 
la courbe a, et n'en rencontreront pas d'autres. Nous pouvons continuer 
de la sorte pour toutes les courbes du second système en dehors du 

système (a, P), et c'est ce que nous admettrons avoir fait. 

5 
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Nous pouvons concevoir cette même opération exécutée dans un troi- 
sième sens, et produisant un troisième système de courbes passant par 
tous les points matériels du corps et y coupant toutes les courbes du 
premier système aux points matériels qu'elles contiennent, et dans les 
mêmes conditions par rapport aux deux premiers systèmes que le se- 
cond par rapport au premier; de sorte que chaque point matériel soit 
la commune intersection de trois courbes différentes, appartenant cha- 
cune à un système différent. Nous pouvons enfin imaginer un nombre 
extrêmement grand d'autres systèmes de courbes qui rempliront, les 
uns par rapport aux autres, trois à trois par exemple, les mêmes condi- 
tions, et seront tous distincts; mais les trois premiers systèmes suffisent 
pour représenter la position de chaque point matériel par des coordon- 
nées curvilignes. La position d'un point matériel quelconque sera dé- 
terminée dès qu'on aura donné les équations de trois courbes qui y 
passent. Deux d'entre elles suffisent, à la rigueur, quand on envisage 
les lignes dans l'espace. 

On peut admettre qu'une courbe d'un système et toutes les courbes 
d'un second système qui s'y appuient déterminent une surface courbe; 
on peut donc répartir tous les points matériels du corps sur un système 
de surfaces courbes de même nature. Combinés deux à deux, les trois 
systèmes de lignes courbes donneront ainsi naissance à trois systèmes 
de surfaces courbes, et chaque point matériel sera la commune inter- 
section de trois surfaces de système différent. En prenant pour origine 
un point matériel du corps, pour surfaces coordonnées les trois sur- 
faces, chacune d'un système ditïérent, qui s'y coupent, pour axes cur- 
vilignes leurs trois intersections, on peut regarder comme les trois 
coordonnées curvilignes du point M les trois arcs de courbe, chacune 
d'un système différent, qui s'y coupent, et sont compris entre ce point 
et les surfaces coordonnées. 

Afin d'appliquer le calcul à noire système de coordonnées, imagi- 
nons un état primitif où les surfaces des trois systèmes sont devenues 
des plans se coupant à angle droit, et où la distance de deux plans con- 
sécutifs d'un même système est une constante. Ne supposons pas d'ail- 
leurs cette constante la même pour des systèmes de plans différents. 
Alors, les courbes sont devenues des droites orthogonales, équidis- 
lantes, dans le même système. On peut calculer les forces qui ont amené 
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les plans cl les droites dont il s'agit a êlre les surfaces et les courbes de 
Vétat actuel; évidemment, ces forces ont des expressions continues, les 
mêmes dans toutes les parties du corps où règne une même loi de dis- 
tribution, puisque surfaces et courbes sont continues et assujetties à 
des lois uniques. Appelons ah, fik, yl les trois coordonnées du point M 
dans l'état primitif, A, k, /étant les distances respectives des plans con- 
sécutifs dans chacun des trois systèmes, et a, ]3, y les nombres de fois 
que ces distances sont contenues dans les coordonnées primitives 
de M; il s'ensuivra que a, ]3, y seront nécessairement des nombres en- 
tiers pour tous les points matériels; et qu'au moins l'un deux cessera 
de l'être pour les points mathématiques intermédiaires aux rentres de 
gravité des molécules. Soient Xy j, z les coordonnées du point M dans 
l'état actuel, rapporté à un système de coordonnées rectilignes quel- 
conques ; comme elles sont déterminées dès que ah, ^k, y/ et Torigine 
de l'état actuel le sont, nous sommes autorisés à poser, d'une ma- 
nière générale, 

(8) :r = /(«A, pA-, y/, /), 7==/ («A, (3fr, y/, 0, 2=/, («A, (3A^, y/, 0, 

/ désignant le temps dans le cas du mouvement, et une constante dans 
le cas de l'équilibre. 

Si nous faisons varier seulement a dans ces équations, nous avons la 
courbe qu'affectent les points qui, dans l'état primitif, constituent la 
droite a, caractérisée par la constance de j3 et de y. Nous désignerons 
cette courbe par la lettre a, et nous trouverons les équations de ses 
projections en éliminant ah entre les équations (8). De même la 
courbe ]3 sera caractérisée par la constance de y et de a, et nous en 
trouverons les équations en éliminant la variable ^k entre les équa- 
tions (8); la courbe y sera caractérisée par la constance de a et de /3, et 
nous en trouverons les équations en éliminant la variable y/ entre les 
équations (8). 

Si, au lieu d'une seule des quantités a, |3, y, nous en supposons deux 
variables, nous obtenons la surface contenant les mêmes points que le 
plan de l'état primitif, où la troisième quantité seule était constante, 
et nous pouvons déduire l'équation de cette surface des trois rela- 
tions (8), en éliminant entre elles les deux quantités variables. Nous 

5. 
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désignerons ces surfaces et les plans correspondants par celle des trois 
lettres a, /3, 7 qui y représente une constante. 

Ainsi la courbe a est celle où le nombre a varie seul quand on y 
passe d'un point à un autre; la surface a, au contraire, est celle où ce 
nombre seul reste toujours constant, quand on s'y déplace d'une ma- 
nière quelconque. 

Ces généralités, que j'ai déjà développées ailleurs [Recherches ma- 
thématiques sur les lois fondamentales du monde physique, i**^ Mé- 
moire, Gautbier-Villars, Paris, i865), conviennent à toutes les hypo- 
thèses qu'on peut concevoir sur la constitution des molécules dès qu'on 
envisage seulement leurs centres de gravité, et qu'on écarte l'hypo- 
thèse des chocs, c'est-à-dire de la discontinuité des mouvements; elles 
s'appliquent aussi bien à l'hypothèse de molécules de grandeurs diffé- 
rentes qu'à celles de molécules identiques; mais, ainsi que je l'ai dit 
dans l'article précédent, je supposerai, dans tout le cours de ce Mé- 
moire, l'identité des molécules. 

14. Nous ne nous occuperons, dans tout ce qui va suivre, que de 
quantités réelles et calculables, puisque les distances des molécules ne 
sont pas infiniment petites. Nous désignerons par le moi finies, ou, de 
préférence, appréciables, les distances que nous pouvons arriver à me- 
surer avec nos instruments, et qui généralement ne descendent pas au- 
dessous d'un centième de millimètre; nous qualifierons A' extrêmement 
petites ou insensibles les distances comparables aux intervalles molécu- 
laires que diverses raisons portent à supposer inférieurs, souvent de 
beaucoup, à un dix-millième de millimètre. A ce point de vue, nous 
classerons les distances en divers ordres de grandeurs : l'ordre h com- 
prendra les distances comparables à celles des molécules, telles que h, 
k, l et de petits multiples ou des fractions notables de ces grandeurs; 
l'ordre fini, ou A", les distances appréciables depuis un centième de 
millimètre jusqu'à un billion de mètres environ; les autres ordres se 
déduisent facilement de ceux-ci, ainsi que le sens des expressions que 
nous y consacrerons. Evidemment, on pourra, sans grande erreur, 
négliger les quantités d'un de ces ordres par rapport à celles de 
l'ordre supérieur, surtout quand elles s'écartent toutes les deux des 
limites voisines; par exemple, on peut négliger celles de l'ordre h^ par 
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rapport à celles de Tordre A, celles de Tordre h par rapport à celles de 
Tordre A®,. .. ; mais cela cesserait d*être permis pour les quantités 
comprises entre les limites que nous avons désignées. 

Il va sans dire que, dans tout ce qui précède, et par (a suite, nous 
appelons ordre supérieur celui où les quantités sont les plus grandes, et 
non celui où Texposant de h est le plus fort; c'est, au contraire, 
Tordre où Texposant de A est le plus petit, dans le sens algébrique du 
mot, qui est Tordre supérieur. 

15. Du moment que les fonctions (8) sont continues, elles sont sou- 
mises aux lois qui régissent les fonctions, et on peut y appliquer la 
série de Taylor; si donc on désigne par a, j3, y les valeurs correspon- 
dant à un point M, par a -h Aa, /3 -h Aj3, y-hAy celles qui correspon- 
dent à un point voisin M', les formules (8) donneront 

d\f A» A g' d'f A^A(â' d'f /^A/' 

(9)' \ '^ d'^i '-^ ^ dJJ/ ''^ ^ djl '-^ 

d^f d^f du 

docfi.d^/c ^ dp/c.dyl ^ ' dyLdoLh ' 



-^ doth d^k ^ dyl ' 

d'f, A» A a» d^f, k'M^^ d\f, i' Af 



(9)' \ dah '-^ d^k ''^ dyl 



I .2 



ra^'^^-^^P ^dWïïTi'''^''^'^^^^^'^''''^'' 



d'f, A»Aa» , d^f A^'Aj3' d'f l' Ay' 



(9)' [ doLh '-^ d^k ''^' dyi 



I .?. 



dxh.dpk ^ d^k.dyl '^ ' dyl.dan ' 
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Excepté dans (les cas tout particuliers, les dérivées qui entrent dans 
ces développements sont des quantités finies, puisque ah, ^k, yl le 
sont; mais, aux environs de M, A A a, A;A/3, /Ay sont de Tordre A. Donc 
les trois premiers termes de àx, Ar,.Az sont de Tordre h; les six 
fermes consécutifs sont de Tordre h^ ; et les suivants, de Tordre A* et 
d'ordres supérieurs. On peut donc, sans erreur sensible, borner les va- 
leurs de Ax, Aj, Az aux trois premiers termes du second membre en 
négligeant tous les autres termes, et écrire 



(lO) 



d°,/f "^ dy 



bien entendu qu'ici Aa, A/3, Ay représentent des nombres entiers, 
tels que i , 2, 3, 4» etc. On peut aller dans la série de ces nombres d'au- 
tant plus loin que la décroissance des dérivées successives des fonc- 
tions (8) est plus rapide. 

La conclusion des équations (10) est que, dans le voisinage du 
point M, on peut, en général, regarder les courbes a, /3, y comme recti- 
lignes; et que cette supposition s'approcbe d'autant plus de la réalité, 
et peut être étendue à d'autant plus de molécules voisines que les dé- 
veloppements (9) sont plus convergents. Mais les droites correspondant 
aux courbes a, ]3, y ne sont pas nécessairement perpendiculaires entre 
elles, comme Tétaient les droites primitives dont elles sont issues; 
tout ce qu'on est autorisé à conclure, c'est que, dans le voisinage d'un 
point matériel M, on peut admettre, sans grande erreur, que les mo- 
lécules ou points matériels forment généralement les sommets d'un ré- 
seau de parallélipipèdes égaux et jointifs. Comme nous l'avons déjà 
dit, il y a une quantité extrêmement grande de réseaux de cette nature 
contenant tous les centres de gravité des molécules et n'ayant pas 
d'autres sommets. Nous appellerons parallélipipède élémentaire tout 
parallélipipëde servant de base h l'un de ces réseaux; et nous désigne- 
rons plus particulièrement par Tépilhète At fondamental \t paralléli- 
pipëde élémentaire dont les trois côtés aboutissant en M sont les pro- 
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longemenls des trois courbes ol, ]3, y jusqu'aux points iminédiateinent 
consécutifs de M sur ces courbes. Enfin nous nommerons axes conju- 
f;ués les axes ayant leur origine en M et se confondant avec les trois 
côtés d'un parailélipipëde élémentaire. Nous aurions désiré pouvoir 
éviter toutes ces conventions qui chargent la mémoire d*autre chose que 
de faits, mais nous avons rencontré trop de difficultés à vouloir toul 
exprimer par des périphrases. 

Cela posé, nous allons donner celles des principales formules rela- 
tives aux parallétipipèdes élémentaires qui serviront de bases pour 
nos recherches ultérieures; nous supposerons lous les points matériels 
rapportés à des axes rectangulaires. 

Les équations des trois côtés du parailélipipëde élémentaire fonda- 
mental, autrement dit, des tangentes menées par le point M aux cour- 
bes a, ]3, 7 qui s*y coupent, sont : 

Côté a : 



^ ' (lah^ '^ dan ' doLn^ dan 

Côté ^ : 

Côté 7 : 

Elles conviennent également aux coordonnées rectangulaires et aux 
coordonnées obliques. En voici de restreintes au cas unique des coor- 
données rectangulaires. 
Posons, pour abréger. 



ah d ail d ail ^^ d aU 



^ ^ \de>/, dil,' di/f ^ d'il, 



dp/, dpi, d'p 

yl' ^ <lyl 



y 



-t- — •- 

' </-// dyl d 
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dxli dpi, '^' dah d'pk "^ itb dp/,- ~2jd»h d'^k' 

)JLJL ^ JL AL- EL ~\ JL JL 

''^' \d'ph dyl "^ dpk dyl '^ d ^k dyl ~2jd'pk dyl' 

df df ^ df, df, . df, rf/. ^yi df df 
dyl doLh dy i d (xh ^ dyl doLh ^ dyl d olU 

Nous trouverons les expressions suivantes des angles que chacun des 
côtés du parallélipipëde élémentaire fondamental fait successivement 
avec les trois axes des a?, j, z : 



df 

cosa.i- := -7^ 



!<>) / COS'S.r =r 



^=.f'(st)'' -^=*(2ty' -^^'^at)' 

et les expressions suivantes des angles plans du parallélipipëde élémen- 
taire fondamental lui-même : 



cos « 3 — 



Y df df 

ZudoLh dpi, 



(Zrfi^/) (^e/#Â7 



1 



df df 



(17} 



cos7ar= — ^ j- 

En appliquant aux formules (10) les formules (9) et les raisonnements 



(i8) 
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subséquents, nous trouverons, lorsqu'on marche dans un même sens, 
d^r d^f ' d*f 



d och 



-f- 2 



d^k 



dyl 



rfef'^^-^-^^-^^Ts&z^-^P-'^^+^rfT^ 



dah.d^k 



>*. — ^'-/i Aï A .wJ _L i'iî/L i » A ftJ 



A'j = -ll^!-, A»A«» + -^^^ A»A(3» + -^^ /' Ay 
rf«A rf^A- dyl 

^^d^^''^''''^^^^dW^''^^'^'* 



rfy 



7-4 — r I ày.h six 



doch 



d^k 



dyl 



d^f 



d^f 



d^f 
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■+• ^ ^ / \3oi h^oL.k^&'{- 2 .^/ V, , /i'A6./Ay 4" 2 ^7—7-^— ^ /Ay// Aa; 
dan.dpk ^ d^k.dyl ^ ' dyLdah ' 

et lorsqu'on marche dans un sens différent, c'est-à-dire que a, /3, 7 
croissent de A'a, A'|3, A'y, 

rf»f //»f d^f 

' A»^ = _^A»AaA'a4--^ A»ApA'P-h-^/>AyA'y 

rfaA d^k dyl 

^^^M(AaA'P-.A'«AP) 

^^^^/(ApA'y-f-A'pAy) 

A'j = 4ïi A»A«A'a-h..., 

A'z = -^^ A^AaA'a-h 

dah 

Selon qu^on voudra déduire de ces formules celles qui se rapportent 
respectivement aux côtés oc, |3, 7 du parallélipipëde élémentaire, nous 
y ferons Aa = r, AjS = 0, A7 = o; ou Aa = o, AjS =1, A7 = o: 
Aa=o, Aj3 = o,A7=i. 

Nous bornerons ici nos formules fondamentales, et nous allons trai- 
ter, dans un paragraphe distinct, les questions qui se rapportent aux 
axes conjugués et aux parallélipipëdes élémentaires. 

6 
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^ III. — /ifxes conjugués; parai télipipèdes élémentaires ; 

t/iéorèmes et problèmes généraux. 

16. ProblJcmk. — Étant donné un sysiéme de coordonnées ah^ ^ k, y/, 
obliques ou rectangulaires^ tel qu'à chaque système de valeurs entières 
de a, [i, y réponde un point matériel d'un corps homogène , et qucuicun 
point matériel du même corps ne réponde à tout autre système de vcUeurs 
de a, /3, y dont une ou plusieurs seraient fractionnaires^ en d'autres 
termes, étant donné un système daxes conjugués^ en trouver un autre dont 
les coordonnées ol'K ^ ^'k\ '^' V jouissent de la même propriété par rapport 
aux points matériels du corps. 

Ce problème peut être encore envisagé sous une autre face que 
voici : l'ensemble des droites ah, ]3A, 7/ détermine, par les valeurs en- 
tières de OL, jS, 7, les arêtes d'un réseau de parallélipipèdes égaux et 
jointifs dont les sommets sont les centres de gravité des molécules du 
corps; il faut trouver un autre système de droites déterminant les arêtes 
d'un second réseau de parallélipipèdes jointifs ayant les mêmes som- 
mets. 

.^ /\ /\ 
Désignons, comme précédemment, par ajS, |57, 7a les angles que 

font respectivement entre eux les axes des a et |3, /3 et 7, 7 et a; sup- 
posons en outre, ce qui est permis, une même origine aux anciens et 
aux nouveaux axes; le cas général se déduit facilement de celui-ci. 

Chacun des nouveaux axes est déterminé par le point matériel qui 
sert d'origine commune, et le plus rapproché des points matériels qu'il 
contient en dehors de celui-ci (il s'agit, non des axes au moyen desquels 
on a établi les formules (8), mais d'axes particuliers correspondant à 
un point matériel quelconque du corps); par conséquent, si Ton re- 
garde a, j3, 7 comme nuls à l'origine, en un mot qu'on prenne le sys- 
tème donné comme un système primitif, oblique ou rectangulaire, lésa, 
j3, 7 du second point qui détermine une nouvelle direction d'axe n'ont 
pas de facteur qui leur soit commun à tous les trois. Car, s'ils en 
avaient un, on aurait en les divisant par ce facteur commun des quo- 
tients répondant aux coordonnées d'un point matériel situé sur la 
même droite, et plus rapproché de l'origine que le premier point, ce 
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qui est contraire à Thypothèse. Soient a,^, ]S,X, y,/ les coordonnées 
du second point du nouvel axe des ot\ oL^h, jS^A, y^/ les coordonnées 
du second point du nouvel axe des /3'; a^h, ^^k, yj les coordonnées 
du second point du nouvel axe des y'; les équations de ces trois axes 
rapportés au système donné seront représentées par les trois systèmes de 
relations suivantes : 

a, Ajnr p.A-^, a,/iz = yxlx; 
a, hy r= Pa /r.r , olJiz ^= y, Ix ; 
a,Ajrrr jî^A-j:, a^hz = yjx; 

les équations des trois nouveaux plans coordonnés seront les sui- 
vantes : 

Plan des variables a', ^\ ou plan y' : 

-5? 'V* z 

(22) ((3,y,-p,y,).--H(y.a,— y,a.)j-f-(a.p, — a,(3.)y = o; 



(•9) 


Axe des a' 


f20) 


Axe des ^' 


(21) 


Axe des / 



Plan des variables P', y', ou plan a' : 



(23) 



r 



(P>y3— Pï/Oy^-^- (yî«3 — yiaO'^ -t-(ai|3a--a3(3,)7 =o; 



Plan des variables y\ oi\ ou plan |3' : 



(M) 



(Psyi— P'Vs)^ -f- (yaai — yiaa)'^ -f-f^aP, — a.Pj)^ =:0 



Bien que les coordonnées des seconds points de chacun des axes 
n'aient pas de facteurs communs, les coefficients des variables dans les 
équations (22), (23) et (24) peuvent en avoir, attendu qu'ils sont des 
expressions complexes de ces quantités; mais il est aisé de démontrer 
que, Tune des droites du plan étant donnée, ainsi que les coefficients 
de celui-ci débarrassés de tout facteur commun, on peut toujours trou- 
ver dans le même plan un autre point, partant un second côté, tel que 
les coefficients qu'il fournira pour ar, j, z n'aient pas de facteur com- 
mun. A cet effet considérons l'un quelconque des plans ci-dessus, et 
prenons pour exemple le pian (2a). Soit d le plus grand commun di- 
viseur des coefficients obtenus d'abord, savoir: /S.yo — jSjyi, y,a3 — yaai, 
^1 P) " ^iPî* et soient a, 6, c, leurs quotients respectifs quand on les 
divise par ce plus grand commun diviseur. L*équation (22) équivaudra 

6. 
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à la suivante, dont les coefficients sont entiers et dépourvus de facteur 



commun 



a 1 -hôy-hCy =o; 
n fc l 



et comme elle doit être satisfaite par les coordonnées cc^ A, /3,ifc, 7,/ du 
premier point donné, on aura 

(25) «a, -f- 6{3, H- cy, =: o. 

De même, soient ÇA, Y}k, Ç/les cordonnées d'un second point de ce plan, 
on aura 

(26) aÇ-f-iyj 4. eÇ=: a. 

Il s'agit de montrer qu'on peut toujours trouver des valeurs entières 
de Ç, Y), Ç telles qu'on ait 

Cauchy a démontré, dans le premier volume de ses Exercices de Ma- 
thématiques^ pages 234 et suivantes, que la solution générale de l'équa- 
tion (26) en nombres entiers est donnée par les trois relations 

(28) Ç = 6r—c/i, Yi = cm — ar, }i=an — bniy 

où m, n, r désignent des nombres entiers quelconques. Substituons ces 
expressions (28) dans les équations de condition (27); celles-ci de- 
viennent 

p,(a/i — bm) — yiicm — ar)=:aj 
y, ( 6r — c/i ) — a, ( on — bm)-^ 6, 
ai(c/n— ar) -— (3, (6r — cn)zi- c; 

OU, après quelques réductions faciles, 

— (6(3, -f- cyt)m -+- (3ia#i-h y.arz^ a, 
(Xibm— (aat H- cyt)n -f- 6y, r=: 6, 
aicm H-p,cn — (aai -h 6(3,) r = c. 

Excepté le cas où l'on a simultanément a = 0, 6 = 0, c = o, lequel 
doit être écarté, car il revient à supposer le point SA, rjk, Ç/ sur le 
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premier axe, et laisse par conséquent Fe plan (2a) indéterminé, ces 
trois équations reviennent à une seule et même relation, savoir : 

Pour la trouver, il suffît de remplacer dans la première des trois 
équations précédentes — (/3,6h-C7,) par sa valeur aa, tirée de la re- 
lation ( 25), et de diviser le tout par a; dans la seconde, -- {aa^-}- cy,) 
par sa valeur èj3, tirée de (^S), et de diviser le tout par b; dans la 
troisième, — (aa, M- è|3,) par sa valeur cy,, tirée de (aS) et de diviser 
le tout par c. Or, a,, j3,, 7, n'ayant pas de facteurs communs par hy- 
pothèse, Téquation (29) peut toujours être résolue en nomhres entiers; 
par conséquent il en est de même des équations (27). Ainsi, nous 
pouvons toujt)urs prendre un a:ie à volonté et un plan mené par cet axe, 
pourvu que tous deux passent par des points matériels, puis trouver 
dans ce plan une infinité de secon Js axes, telles que les valeurs de a, 
6, c déduites des équations (22), (23), (24) n'aient pas de facteurs 
communs. 

Nous venons dfe dire que l'équation (29) pouvait toujours être réso- 
lue en nombres entiers dès que les trois coefficients o;,, ^^t^t n'avaient 
pas de facteur commun. Cette propriété est démontrée dans tous les 
traités d'algèbre pour l'équation à deux inconnues 

( A ) ax -h bjr^=c^ 

où la condition essentielle et suffisante de la résolution en nomhres 
entiers est que les coefficients a, b n'aient pas de facteur commun pre- 
mier à c. Mais nous ne cannaissons pas de démonstration semblable 
pour l'équation à trois inconnues 

(B) ax -\-by -hcz^- d; 

toutefois il est facile de la déduire de la première. En effet, soit / le 
facteur commun à a et à 6 : il est premier par hypothèse a c, puisque 
a, bf c n'ont pas de facteur commun ; nous pouvons donc toujours ré- 
soudre en nomhres entiers l'équation 

(C) d — CZr.ft ou d=sCZ-t^fiy 
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puisque cet/ sont premiers enlre eux; à chaque valeur entière de / 
répondra une fornie particulière de B, savoir : 

nx -h or -- fl ou yiX-h ^ y - / ; 

celle-ci donnera une infinité de solutions entières de x et de j, 

A 

puisque -^ et -^sont entiers et premiers entre eux. Donc l'équation (B) 

admet une infinité de solutions entières quand a, 6, c n'ont pas de fac- 
teur commun : ce qu'il fallait démontrer. Il est évident aussi que si a, 
fc, c oflt un facteur commun/premier à rf, l'équation ne peut pas ad- 
mettre d^ solutions entières; car s'il y en avait elle donnerait un 
premier ni^mbre divisible par/, tandis que le second ne le serait pas. 

Il est clair que le eliangement du second axe entraînera celui des 
deux autres plans coordonnées (23) et (24); mais là n'est pas la ques- 
tion, elle git tout entière dans la recherche d'un troisième axe conju- 
gué aux deux premiers, de manière à former avec eux les directions 
des côtés d'un réseau de parallélipipèdes égaux et jointifs dont les 
sommets soient situés en des points matériels et comprennent tous 
ceux du corps qui ont déjà déterminé les sommets d'un premier 
réseau de parallélipipèdes. En conséquence nous envisagerons unique- 
ment te plan (22) dans ce qui va suivre, et nous y supposerons les 
deux points en dehors de l'origine, choisis Ae manière que les coeffi- 
cients soient dépourvus de facteur commun. 

Après avoir pris un plan /, et dans ce plan deux axes qui rem- 
plissent les conditions (27), il nous faut trouver un axe des 7' qui 
rencontre en des points matériels tous les plans parallèles au premier 
plan 7' et contenant des molécules; car autrement il y aurait évidem- 
ment des points matériels en dehors des droites 7' menées par les points 
matériels du plan 7' pris pour base. Il faudra donc chercher le point 
matériel le plus rapproché du plan 7' (22), et établir que le nouveau 
plan 7' mené par ce point contient le point a,A, |3,A', 7,/. Cherchons 
en conséquence la distance d'un point quelconque M au plan 7' (22). 

Tous les traités de géométrie analytique donnent l'expression de la 
distance d'un point a un plan dans le cas de coordonnées rectangu- 
laires; mais il sont généralement muets sur cette distance dans le cas 
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de coordonnées obliques. Toutefois comme la marche des calculs est fa 
même, nous ne la développerons pas ici, et nous nous bornerons à 
écrire les formules. 
Soient 

( 3o ) ax -4- bj' 4- CZ r= <)' 

Téquation d'un plan passant à l'origine de» coordonnées, c( x\ y\ z' 
les coordonnées d'un point extérieur M'; soient ei> outre, pour 
abréger, 

I a ~ rtsin'^z -f D^cosr''* coszjr — cosx/J -^ c\cosxjf' cos>'2 — coszx) ^ 

/\ / /\ /\ /\\ / /\ x\ \\ 

b=: bsiu^ zx -h c ^cos «X cosjry — cosyzj -f- aycosy^ coszx — COSA77, 

/o.v' -^ / /\ /\ /\\ ./ /^ /\ .^\ 

\^*f^ c ^^ c s\ï\^ xy -{- fl \cos xy cos yz — cos zx) -^ o\ coszx cos xy — cos yz) , 

d riz c'sin'jr;^ -f- a^sWyz -+- ^'sîn'iî^c -4- 2«e\cosr^' cosyz — coszxj 

. / ^ y-\ /\\ l/ ^^ ^ ^^\ 

4- 2oc*\cos2x cos^j— cosyzj 4- 2âf6\cos jz C0S2J: — cosxyj; 

nous aurons, pour l'expression de la distance r de M' au plan (3o), 

{3a) d*r»— (a^H- b*-f- c*-h 2ab cos xj-f- 2bc cosjr^ -f- 2 ca cos zx/ieux/ 4- by^-h cz'y. 

Quand les axes sont rectangulaires, tes cosinus de leurs angles mutuels 
sont nuls, et les formules ci-dessus deviennent 

a -- a, b = i, c = c, d» = a' -h ft' h- 6% 
et 

(ax' -h by -h cz^)^ , ax' -^ by' -^' cz' 

'■'— z rz r-^» ±:r=z — — ; 

ce qui est l'expression de la distance d'un point à un plan passant par 
l'origine, telle qu'elle est consignée dans les traités élémentaires. 

Dans chacune de ces expressions (coordonnées obliques ou coordon- 
nées rectangulaires) un seul facteur varie avec les coordonnées du 
point extérieur, et il y est le même : c'est ax' -+- l/y-+- cz'\ les autres 
facteurs dépendent uniquement des constantes du plan et du système 
d'axes. Donc la seule manière de rendre r un minimum en faisant 



( 48 ) . 

varier lo point extérieur consiste à rendre ax' 4- hy' -+- cz' un mini- 
mum. En mettant dans cette expression les données de la question, 

c'est-a-dire i f^, 7, ~ /327i) pour a, ^ (7, aa— 7^ a,) pour 6, j (a, /Sj— a^^,) 

pour c, et a, A, /SgX*, 73/ pour a;', ^'', z\ nous trouvons qu'il s'agit de dis- 
poser des entiers a,, /S,, 73 de manière à rendre un minimum le poly- 
nôme nécessairement entier 

on ne peut pas toutefois l'égaler à zéro, puisque cette dernière suppo- 
sition serait écrire que le point M'" est situé sur le plan auquel il est 
réellement extérieur. Or le nombre entier le plus petit, en dehors de 
zéro, est i ; et puisque les trois coefficients /3,72 — |3a7i, 7,aa — 72 a,, 
a.i'Sa— «a/Si n'ont pas de facteur commun, et qu'on peut en consé- 
quence toujours poser 

(33) ((^i/i— %'iv)oL,-\- (y, a,— yja,)P3-i-(a,(3,— ajP.jy^rr: i, 

re sera celte équation (33) qui caractérisera le minimum de r, et par- 
tant le point cherché de l'axe des 7'. Donc, on peut dire qu'il existe un 
nombre infini d'axes y conjugués à un plan 7' donné, c'est-k-dire pa- 
rallèles au côté y d'un parallélipipède élémentaire dont la base serait 
parallèle au plan 7'; mais qu'ils doivent tous remplir la condition ana- 
lytique (33). Celle-ci est parfaitement symétrique par rapport aux trois 
sommets, et l'on y serait tout aussi bien arrivé en partant des équa- 
tions (23) ou (îfc4)- I^-es conditions qu'elle exprime pour un axe con- 
viennent donc à tous. Ainsi, par exemple, elle eût également pu être 
mise sous la forme 

«'(P»y« — P'y^) H-P»(y3ai — yia3)-^ya(a3p.— a.Pa) — i, 

et eût alors montré que Pi7i— /3i7«. 7;*ai— 7iat» a«/3| — «liS» ne 
peuvent pas avoir de facteur commun, c'est-k-dire que le plan (24) est 
assujetti aux mêmes conditions que le plan (22). 

La condition du minimun numérique du premier membre de (33) 
serait tout aussi bien remplie en l'égalant k — i qu'en l'égalant k + 1 ; 
mais il est évident qu'on retomberait sur le même axe, et qu'on s'en 
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donnerait le second point du côté des coordonnées négatives au lieu 
de se le donner du côté des coordonnées positives ; en effet, il suffit 
de remplacer a,, ^,, y, par —a,, —/3s, —y» pour raniener la re- 
lation 

à la forme (33). 

Nous avons cru utile d'exposer longuement un théorème de cette im- 
portance, afin d'effacer tout nuage dans l'esprit du lecteur; en effet, 
nous devons recourir fréquemment par la suite à la relation (33). 

17. Éclaircissons par des exemples numériques la méthode que 
nous venons d'exposer. Supposons à cet effet des molécules disposées 
comme les sommets d'un réseau de parallélipipëdes égaux et jointifs, et 
choisissons les trois côtés adjacents de l'un d'eux pour axes des coor- 
données; cherchons ensuite un second système d'axes conjugués, 
en nous donnant pour second point de l'axe des a' celui dont les 

coordonnées sont 

A, 3A*, 4^; 

et pour coordonnées du second point de l'axe j3\ 

2A, /r, 5/. 

Nous trouverons immédiatement 

(âi/j — (3»yi = 11, y.a, — y,a, = 3, «,(3, — a,p, = — 5. 

Ces quantités n'ont pas de facteur commun; il n'y a donc pas lieu de 
changer Taxe des ]3\ qu'on peut tenir pour bon. En substituant ces 
valeurs numériques dans la relation (33), nous aurons, pour déterminer 
le second point de l'axe de y', la relation 

I laj-h 3(â, — 5y, = i. 

On peut y donner une valeur quelconque k celle des variables qu'on 
voudra, y, par exemple, puisque les coefficients 1 1 , 3 et — 5 sont tous 
premiers entre eux. Prenons donc successivement, comme exemples, 

y3==i et yj = 3; 



nous aurons les équations 



et 



( 5o) 

lia, H- 3^3 -: 6, 

II «3 4- 3^3 r_ i6, 



dont les solutions générales sont comprises dans les formules 



pour la première, et 



«3 = 3a; , ^3 r- ?. — 1 1 j: 



:, =r 3/ — i6 , (3^ — 64 — 1 1 / 



pour la seconde. Elles nous donneront les séries de points suivants pour 
déterminer le troisième axe : 

La première : 3A, — gfr, /; 6/«, — 20A , /; 9A, — 3iyi, /;..; 
La seconde : — 16A, 64A", 3/; — i3A, 53^, 3/; — loA, 4^'"» ^^î — 

Ainsi, parmi une infinité de systèmes d'axes conjugués, nous trouverons 
les suivants : 



axe des a': A, 3A-, ^l; axe des (3' : 2 A, k, 5/ 
» h, 3k, ^l; » 2 A, k, 5/ 



)) 



}) 



A, 3A*, 4^î 
A, 3/1-. 4/; 






2 A, A", 5/ 
2 A, k, 5/ 



axe des y': 3A, --9A, / 

6 A, -20k, I 



» 



)) 



>; 



-16A, 64*, 3/ 
— i3A, 53A, 3/ 



Supposons encore qu'on se soit donné, pour second point de Taxe 

des «', 

3A, 5/r, 12/, 

et pour second point de Taxe des ^\ 



A, 3A, 2/; 



nous aurons 



|3,ya — î3,y, -_ — 26, y,a2 — /ja, r.-6, a,(3, — a,;^, 4- 

Les trois coefficients du plan auront donc un facteur commun a, et le 
second point ne pourra pas appartenir à un axe conjugué au premier. 
Mais le plan y qu'il donne peut être conservé, et l'équation (29) 
devient ici 



3 m 4- 5w -+ 12/' 



I. 



( 5. ) 

Parmi les groupes de solutions qu'elle renferme, choisissons celui où 
r= o; elle se réduit alors à 

3m -h 5n = iy 

équation dont les solutions sont exprimées par les formules générales 

Choisissons, entre plusieurs, la solution x = o , w = 2 , w = — i : les 
formules (a8) nous donneront 

5 --- — en =: 'if m -^ cm =^ 4 » ^ = an — bm = 7. 

On vérifie ce groupe de valeurs en s' assurant qu'il satisfait à l'équation 
du plan; savoir : 

— i3Ç -+-3yî -f-2Ç = o; 

et Ton pourra prendre, pour le second point de Taxe des /3' conjugué 
à l'axe a que nous nous sommes donné, les coordonnées 2A, ^k, 7/. 
Quant a l'équation (33), elle devient 

i3aj — 3j3s -f- 2^3 r= I. 

Parmi les nombreuses solutions de cette équation, distinguons le 

groupe 

«3=1, (3. = 4» y»"0; 

nous aurons un système d'axes conjugués comprenant l'axe a' et le 
plan Y que nous nous sommes donnés: savoir : 

axe des a' : A, 3Ar, a/; axe des P' : 2/*, 4^» 7'î axe des/: h, ^k, o. 

18. Problème. — Trousser les éléments d'un système d'axes conjugués 
quelconques^ quand on connaît ceux du système fondamental d'axes con- 
jugués. 

Nous appelons ici éléments les côtés du parallélipipëde élémentaire 
correspondant au nouveau système d'axes et les angles plans des nou- 
veaux axes. Le problème que nous nous proposons est donc l'extension, 
à un parallélipipède élémentaire quelconque, de celui que, dans le 
n® 15, nous avons déjà traité pour le parallélipipède élémentaire fon- 
damental. 

7- 
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Substituons aux A^a:, A|3, Ay des équations (lo) du n^ 15, les a^h, 
]3|*, 7|/, «2 A, /SjA, ... du n^ 16; nous trouverons successivement, en 
rapportant tout à un système donné de coordonnées rectangulaires, 



h'^- 



^doih ^de,k ^dyl 



i 2a 






(34) 






^dah ^d^k ^dyl 

/. .. .5 A^y -^ -. p; )^.y j'/i ^ ,. /.y ^ 

^rfa/i ^rf(3A- ^rfy/ 



(35) 



( 35 6i5) 



( 35 /é-r) 



/i' cosa'x 



A' cosa'j=a,A 
A' cosa'z = a,A 



dah 

dxh 

JL 
dah 



(3,A- 
|3,A- 



■AL 

dpk 



y 



7> 



__A df 



k* cos^'x = ocih 



A' cosP'j 
A' cos j3' 2 



= ccjh 



= «aA 



_^ 

dxh 

JL 

dah 






p.* 






y» 



i3'^:fe + y= 



</(3A- 



f cosy X 
/'cos y'/ 
/' cos y z 






= «,A 



dah 

JL 

dah 



^/c 



dpk 

AL 
dpk 



V' 



y. 



a,hAL^ + p,kA§. + y^ 



dah 



dpk 



AL 
dyl' 

EL 
dyC 

^. 
dyr 

M. 

dyC 

dyC 

dà. 
dyV 

AL 
dyT 

AL 
dyC 

df,. 



dyr 
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^dri^h ^d^k ^d^i 



(36) 



i^r/a/< ^^^^ ^d'il 

/■/i'C08ya'=a,a,/i'y-^ + P3^,X-'y-^+7.y./'y^ 

^dtth ^dpA ^tlfl 

Toutes ces formules sont rapportées aux données de l'état primitif; 
on peut les exprimer tout aussi bien en données du parallélipipëde élé- 
mentaire fondamental. Représentons, en effet, par h, k, 1, les trois 
côtés du parallélipipëde élémentaire fondamental, et par a, b, c, les 
trois angles que font respectivement entre eux les côtés k et I, 1 et h. 
h et k; nous aurons, en remontant aux formules (i4) à (17) et en y 
appliquant nos nouvelles notations, 

(3,) h'==A'y4&. k.=*.y^„ i'=/.y^. 

^doch ^d^lf ^dyl 

\_d£df S:dfd£_ 

Zdd&kdyl . Zàdyldah 
cosa:^ r^ "^ ' j> cosb= ^^— , 

/y dp y/y rf/'Y / V dp Y / Y dp Y 

(38) ' ►' ' 



df df 
d»h d&k 

COS C = = : — 



S 



\^d»hJ \^du) 



Substituons ces expressions dans les formules (34) et (36); elles 
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deviendront 

' h' ol]\v - ^; k--i /M'-'- 2 3f,;3, hkcosc -h 2;3,-/, kicosa -r 2-/, a, III cosb, 

(39)' /r" — ajh'-f- p\V}'{-y\V-^ 2a,(33hkcosc -i-2^,yjklcosa -f- ay.ajlhcosb, 

' /'' :a;h'-h;3^k'-i-y;i*-f- 2a3Pahkcosc -+- ^(îsy.klcosa -4- 2/, a, Ih cosb; 

/l'A'cosa';^'- a,a.h=-f-;3,;3,k^-f-y.y,P 



y^^ 



-f-(a, (ia-r- 3f,^,)hkcosc -4- ((il y? -h pîyi)kl cosa-i-(y,a5-^y2ai)Ihcosb, 

-4-(3f2|33H-aîJ3j)hkcosc -f- (iSay^-i- [SayOkIcosa -+-(y,a3-i-y,aj)lhcosb, 

/'/i' rosy'a' - ol.ol, \\' -f- (^sli.k^ -^ y,y,V 

-+- ( aj ^, -+- a, ^3) hk cos c -+- O3 y, -i- j3, yî)kl cos a -f- ( yj a, -f- yi a») Ih cos b . 

Si nous appliquons ces formules aux exemples traités dans l'article 
précédent, en y supposant rectangulaires les systèmes d'axes d'où nous 
sommes partis, nous trouverons : 

Pour le premier Problème : 

A'' ^ h- -+- 9k» -+- i6l% k'^ — 4 h' -f- k» -1- 25P, /" = 9h» -4- 81 k' -r I', 

A'A'cosa'3' — 2h'-f-3k'-^2ol^ /i'/'cosiy/"6h»~9k'-f-5l', fA'cosy'a'^Sh'- 27k'-h4r-; 

//'' = h' H- 9k= -+- 16I», k'' = 4 h» -f- k' -h 251% F' = 36h' -f- 4ook' 4- IS 

/rA^cosa'3' = 2h»4-3k»-i-2ol', A'/'cos^'y'=: lah»— 2ok'H-5l% /'A' cos /a' =6 h» --60 k' -h 4P; 



A'==h»-l-9k'-+- 16P, A" = 4h'-f-k'-f-25P, Z'' = 256h» -h4o96k= -H9P, 

A'A'cosa'j3' — 2h'-i-3k=^-+-2oP, *'/'cos3'y'= — 32h«-4-64k»-hi5lS /'A'cosy'a'=-i6h'-f-i92k'H^ 17I ; 

A'= — h» -T- 9k* -4- 16P, A'^ = 4h' -h k'-h 25 P, /'* — lôgh* -+- 28o9k^ -f- 9P, 

/^ X\ /\ 

A'A'cosa'jâ' — 2h'-+-3k'-+-2oP, A7'cos3'/i= — 26h'4-53k'-+-i5P, /'A'cosy'a'-_ — i3h^-f-i59k^-. 12P: 

Pour le second Problème : 

A'= - : h^ -t-gk' -f 4P, A" = 4h^ ^ i6k» -f- 49I' l'- ^:. h' -^ i6kS 

A'A'cosa'(3'=:ah'-f-i2k'-f-i4P, A'f cos;3'y'r=:2h'H- i6k', /'A' cos y' a' r^ h' -i- i2k=; 
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19. Problème. — Trousser les relations qui unissent entre elles les 
coordonnées d'un point rapporté à deux systèmes différents d'axes con- 
jugués. 

Comparons d'abord«entre elles les coordonnées du système d'axes 
conjugués fondamentaux et les coordonnées d'un système quelconque 
d'axes conjugués. Désignons à cet effet les éléments du système fon- 
damental par h, k, I, a, b, c comme dans le numéro précédent, et ceux 

du système quelconque par li', k', T, a'j3', ^'y', y' a', a,, ^i, y^ 0^2» [^2* 
72f ^3» Ps» 78* enfin appelons ah, 6k, cl les coordonnées d'un point 
quelconque M rapporté au système fondamental, et a' A', b'k\ c'I les 
coordonnées du même point rapporté au système quelconque d'axes 
conjugués. Soit Torigine commune; chaque système d'axes donnera 



3 



une valeur de OM qui devra être nécessairement la même. En les 
égalant, nous aurons 

a'h*+ 6*k^-f- cM'-f- 2aAhk cosc -f- ihcW cosa -4- ica\\\ cosh 

— a"A''-f-6'»X'»-+-c'»/'»-h2a'ft'A'A'cosa'(3'-4-2ftVA7'cosP'7' 

/\ 

-+- ic'a!V h' cosy' a!. 

Remplaçons^ dans le second membre, A'*, k\ /'-,... par leurs va- 
leurs (39) et (4o); ordonnons par rapport à h^, k*,..., et égalons les 
coefficients des mêmes quantités dans les deux membres, ce qui est 
nécessaire pour que l'équation ait lieu indépendamment de h^, kS l^...; 
nous trouverons 

a" -- a'''0L] -\- b'^(x\-h c'^ol\-\- la! b'axU^ -4 i.b' c' cx.iai, -+ 2c'rt'a,«,, 

6-2^ a''yj -4- A"y5 -f- c'^y\ -+- 2a' 6' y, y, -+- 'ib'&y^yi -4 'y-c'ay^y,, 
ab -r-i a''0Lx (J, -f 6"a, (3, -f- c'^a^ p, 

bc - - a''(i, y. -4- 6" (3, y, -4- c'»p,y3 

^-«'6'((3.y,-^P,y.)-^-^'c•'(?,y3^-P3y,)-i- r'e/'(i3,y. r- 5.ya), 

va a'^y^ a, -f- 6'' y, a, -h c'^yj a^ 

-f- rt'ft'(y, a, -f- y, a,) -h b'c' {y^a^ -\ y,a;) h- r'rt'(y3a, -4- y, «J. 
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Les seconds membres des trois premières équations sont des carrés 
comme les premiers membres, et les seconds membres des trois der- 
nières équations sont des produits comme leurs premiers membres; 
en sorte que ces six équations se réduisent aux trois suivantes, toutes 
du premier degré, et où les premiers membres*devront être pris tous 
les trois a la fois avec le signe -+- ou avec le signe — : 

Appliquons k ces équations les formules de résolution des équations 
déterminées du premier degré à trois inconnues; nous trouverons pour 
le dénominateur commun 

«1 Pi ya — «ï (3, yz -h a, j3j y, — «3 Pi y, -+- «3 (3, y, — a, (Sj y„ 

c'est-à-dire i, d'après Téquation (33), puisque le système d'axes est 
conjugué. Les valeurs de a\ b\ d seront donc égales aux numérateurs 
et données par les équations suivantes, où nous avons supposé les 
premiers membres des relations (4î) pris avec le signe 



rt' = ap,y3 — a,fty3-f-a,(3sC— «s^jC -f- cn^hy^ — apay^, 

(4?.) \ b' = a, Ay, ~ a^.ya-f a^^y^ — oL^by, -f- «3(3,0 — a, (âjC, 

( e' =a, (3,c— a,(3,c-f- a^fty, — a^\y, -+-rtp, y, — a, by^. 

Elles seront entières toutes les fois que a, b, c le seront, et fraction- 
naires, au moins en partie, quand il en sera de même pour a, b, c, 
(^est évidemment ce qui doit avoir lieu. 

Maintenant, il est facile de trouver les relations qui existent entre 
les coordonnées de deux systèmes quelconques. Soient a'j, jS'j, -/', , 

^2» /^i» 72' ^'3» 1^3» 73' ^"^ *"• ^" '^s nombres correspondant au point M 
dans ce nouveau système; on aura, en appliquant les équations (42). 

a" = ap; y; - ol\ by\ -\- x\ (3', c - ol\ (i\ c -h a,by\ — a^\ y\ , 
b" -.0L,by\-a^,y\ -^a^ri. - o,\h . -^ « 3 3'. c - a'. (3>, 
.;":-- «.(3>--«;(3> + a;6/, -«?',/, ^«^'.y; ~«.Ay;. 

Remplaçons, dans ces équations, a, 6, c au moyen des formules (4f); 
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nous aurons 



(43) 



/ «"-«'[«.(p'r/, 
^'•'[«3 ((3', y; 

//' = «'[«,(|3',-/. 

+ '•'[«.(^'3/. 



6" 



/r 



rt'[a,(|â',y; 
^'[«.{(3'. 7; 



(â'.y 
(5'. y 

?'.y 

P'.y 
?;y 

P'.y 
?':y 
!5',y 



) + (3.(«;y; 




+ y.( 


)+(3.(«;y; 




-*-y'( 


)+P3(«;y; 




i + y>( 


) + p.(«:y'. 


' 1 \ 


n-y.( 


) + (3,(«', y: 




l + y.( 


) + (3>(«;y; 


» ^3 y.) 


-+-y3( 


)+(3.(«;y' 


, -«. y, 


)+y.( 


J+p.(«;y 


; - *; y; 


) + y.( 


)+(33(a;y' 


- «, y» 


) + y3( 






-«;r^;)] 
- «; P'3)] 



Ainsi qu'on devait s'y attendre, ces formules se réduisent évidem- 
ment à a" = a\ V'-^y, c" = c\ quand on y supprime les accents 
de a, /3, 7; c'est-à-dire quand on y identifie les deux systèmes d'axes. 
En efiel, alors les coefficients de a', h\ c' dans le premier terme de a", 
dans le second de b\ et dans le troisième de c'\ se réduisent à Tunité 
en vertu de l'équation (33), et les autres coelficients s'annulent, 
attendu qu'ils sont composés de termes égaux deux à deux et de signes 
contraires. 

20. Problème. — Trouver V expression de la distance de deux points : 
1^ dans le système fondamental d*axes conjugués ; 2® dans un système 
quelconque d'axes conjugues. 

L'expression générale de la dislance de deux points est, comme on 
sait, avec les coordonnées obliques et nos notations pour le système 
fondamental d'axes conjugués : 

fi n \ ! 



(44) 



I 



-}- 2(6 — 6, )(r — C, ) klcosa -\- 2{c — c^) (« — ^, )lhcosb. 



Cette expression convient tout aussi bien à tout autre système d'axes 
conjugués; il suffit, en effet, ou de changer de système fondamental, 

ou de remplacer h, k, I, a, b, c par h\ k\ l\ a' /à', jS'y', 7'a'. Mais, si 
l'on veut passer d'un système à un autre, on substituera les valeurs [[\ 1 ) 



8 
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dans ccCto expression (44)> et l'on aura 

• r':^[a.(a'-«'.)-+-a,(6'-6',)4-a,(6-'~c',)]'h' 
+ [j3. (fl'^ a\ ) -4- (3,(//- 6',) + (î,(c-'-> c.)]»k' 

4-5t[a.(a'-«;)4-a,(6'-6'.)4-a3(c''-r'.)] 
(45) { X [i3.(«'- a. ) -+- P.(6'- /^'.) -H ^.(C- c\)] hk cosc 

-f- 1 [?. (a'- a; ) + p,(t'- 6',) -h |33(c'- cj] 

X [y. (/!'- «; )-4- y,(6'- 6',) -f- y3(c'- c',)] kl cosa 

\ X [«,(«'- «; )-f-P2(//— 6',)-4-a3(c'— r,)]lhrosb. 

21 . Théorème. — Tous les parallélipipèdes appuyés au même sommet 
et appartenant au même système de points matériels ont un même vo- 
lume. 

Soient a, 6, c les trois projections rectangulaires du premier côté 
d'un parallélipipëde quelconque, «', b\ & celles d'un second côté et 
a'\ b"y c" celles du troisiènrie; le volunie des parallélipipèdes est donné 
par la formule connue 

ab'c" - ab''c' -^ a"bc' — a" b' c -+- a'b"c - a' bt\ 

Il s'agit de l'appliquer au parallélipipëde élémentaire. Remontons aux 
formules (lo); conservons les lettres a, ]3, y pour le point M, et em- 
ployons a,, ]3|, 7i pour désigner les Aa, A|S, A y du point M' qui 
doivent être entiers, «2, /Sa, 72 pour les Aa, AjS, Ay du point M", et 
enfin aj, jSj, y, pour les Aa, A/3, Ay du point M" qui, tous aussi, 
doivent être entiers. D'après cela, les formules (10) nous donnent pour 
les projections orthogonales des trois côtés du parallélipipëde élé- 
mentaire : 
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aoLii d^h ^ dyl ' 






(' -: 






doLn dph' ^ dyl ' 

Subsliluons ces valeurs dans Texpression du volume du parallélipi- 
pëde, effectuons les calculs, effaçons les quantités qui se détruisent, 
et ajoutons celles qui ont des facteurs communs; nous trouverons pour 
le volume du parallélipipëde élémentaire : 

; df df, df, dj df, df^ . df df, df,\[ , ^ 

\ djih d^k d-^l doLh d'il d^k ^ d'il doih dpk n ' ^' '' ' ^^ '' ^ ' ' ^- ( 

i df df df, df df df^ df df dfA\ ^ « r [' ' 

\ d'il d^k d7.li d^k d'il doih dpk doi/i dyl } \ 'J P» '• ^ **» P3 /. «3t^ /.l 

Mais ce parallélipipëde est élémentaire, par conséquent assujetti à la 
condition (33); donc, quel que soit le parallélipipëde élémentaire 
considéré autour du sommet M, pourvu qu*il appartienne à la même 
famille, c'est-à-dire au même systëme de points matériels, et que, par 
suite, A, k, l et les fonctions (8) y soient les mêmes, son volume est 
constant, c'est-à-dire indépendant de a,, |3,, y,, a„ jSj, y^, a,, /S,, 73; 
car son second facteur, le seul qui contienne ces quantités, est égal à 
l'unité d'après l'équation (33), et l'expression du volume se réduit à 

df df df df df df. , df df df 



\ \dixli 



, , d(ili dyl doLh dyl d^k dyl dixh d^k 

' dldf^df^ df df df df df df\ 

dyl d^k dah "^ r/â/r dyl dali dj^k dali dyl) 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

8. 
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22. Problème. — Trouver les paraUélipipèdes élémentaires rectangu- 
laires qui peuvent exister dans une famille de paraUélipipèdes élémen- 
taires. 

Ce problème peut être posé sous deux formes différentes : i*^ celle où 
la relation ou les relations données entre les côtés et les angles d*un 
parallélipipëde, qu'on supposera être le fondamental, sont littérales; 
2^ celle où les relations dont il s'agit sont numériques. 

1^ Supposons que le parallélipipède donné, qu'on prendra pour fon- 
damental, soit rectangulaire; alors 

cosa — o, cosb=:o, cosc:=^o; 

et les équations (4o) deviendront, pour un autre parallélipipède quel- 
conque, 

h' h' cosa'P' — a,a,h» -+- j3,(3,k' -\- y.yj', 
(4:) \ A'/'cos(i'/ = a,a,h'-+-(3,Psk'-hy,y,lS 

l'h' cos/a' = oLsOLx h' -f- (^ag, k' -f- y, y, \\ 

Les premiers membres de ces équations ne peuvent être simultanément 
nuls indépendamment de h, k, 1, qu'à la condition que deux des trois 
quantités a,, «a, u^, deux des trois quantités /3| , jSj, |3, , et deux des 
trois quantités y,, y,, y^ soient nulles à la fois, la troisième restant 
quelconque; de plus, ces neuf quantités sout assujetties à la condi- 
tion (33) : c'est dire qu'il ne peut pas y avoir d'autre parallélipipède 
rectangulaire que le parallélipipède fondamental dont les côtés rece- 
vraient les mêmes désignations, ou les désignations interverties. Il n'y 
a donc en réalité qu'un parallélipipède rectangulaire distinct corres- 
pondant à une famille donnée de paraUélipipèdes où Ton suppose 
b, k, I quelconques; et quand le parallélipipède qu'on s'est donné est 
rectangulaire, on n'a pas besoin d'en cbercher d'autres. Mais nous 
devons nous demander si l'on ne peut pas obtenir d'autres valeurs 
de a, J3, y en égalant à zéro les seconds membres des relations (47) et 

k' 

y supposant à b, k, I des valeurs convenables. Observons qu'alors |- 
et r^ doivent forcément être rationnels et positifs; car on peut, au 



(6i ) 
moyen des équations 

(48) { aaa,h»4-p,p3k'-4-y,y,P--=o, 

a^a^ h' -h p,p, k^ -h y^y, V — o, 



r- et r^ en fractions de quantités entières, et d'ailleurs h, k, 1 sont né- 

k* Gj 

gairement réels et positifs. Nous pouvons donc supposer — = — ? 



où l'on ne suppose plus nuls les coefficients de h^, k^, 1'', exprimer 
k^ , P 

ont pppift pf nnfiîlîffi IMniis nmivnns Haiip cnnnnQPP 

— =:— % rs étant le plus petit dénominateur commun aux deux frac- 
tions, et substituer aux équations précédentes celles que voici : 

Gja,a3 -f- BJi(3,(33 -4- Gjjyiy, = o, 
Gja,a, -h Gj.PaP, -4- m^y^yx = o. 

Il s'agit de chercher si l'on peut trouver des valeurs entières de a,, a^, a,, 
/3i» /^ï» jSs, 7m 72« Vs qui satisfassent à ces trois équations. Appliquons 
la formule (28) à la première (49); nous trouverons 

(5o) «j =: tîy,j3, r— cjîyin, p, = Bj,y,/w — cjair, y» = cjai/i — gj,|3, w. 

Substituons ces valeurs dans la seconde (49); ^H^ deviendra 

et, par une nouvelle application de la formule (28), nous en tirerons 

Ia3=:(iïjjy,m — cj a» r )bJi /' — (cj «i /i — cj,Pim)Gjj/i', 
j3,=r(Gj a, n — Gj,p,m)o,m' — (aj,j3, r — cjiy, n )gj /-', 
y, = (Gj,p, r —Gjjy, /i)gj n' — (wjy.m — gj a, r jcj.m'. 

Substituons ces valeurs dans la troisième (49); nous trouverons 

[nsjyilatm -f- jS.n) — (cj aj -f- gti(3J )r]Gj cj, r' 
-h [fîj,(3,(a,m -I- yi z' ) — (cJ a? -^ GJiyî)/i]ro gjj/i' 
4-[gt ai((îi n -hy,r) — (gti(3? -4- WayîJmlcj.Gjjm' — o. 
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Appliquons encore les formules (a8); nous obtiendrons pour solutions 
(le cette équation 



m 



n 



f — 



[BJ,{3,(a,m 4- y,r) — (cj a 
[bj//, (a.m-f- (3i/i) - {ma 

[cj,yi(a,/iî 4- (3,/i)— (cj a 
[bj a,(^, n -4-y, r ) — (cj.p 

[cT a,(3, /i4- y. r )— (5j,;3 
[BJ,p,(a,/n-f- y, r)— (cj a 



GJayî)w ]5J BJ,r" 
fîJ,|3J)r]BJ GT./l", 

GJi{3î)r]BJ BJ|/?J" 

GJay;)/n]cj,BJ7r", 
Gj2yî)m]Bj,Bj,«'' 



Substituons ces valeurs dans les expressions (5i); nous trouverons, 
pour valeurs de «3, /Sj, 73 satisfaisant à la fois aux trois équations (49)> 
c oncurremnient avec celles de «jt ^2% y-i» les expressions suivantes : 



a-, ~ 



•5?^ 



;^ 



/' 



-t- (cjay./w — Bja, r)xsxn" 

m^Ts 9' [(cj, (i,r — mtyyn)xsm" 

-+- (GJ,y,m — Gja, r)Gj,n" 



( roa, /i — CT, (3, m ) m, r" ] , 



[xsa^n— GJ,^, mJGJir''', 



(roa, /i — ro.îJimjcjîr"]; 



où Ton a posé, pour abréger, 



(53.^ 



Q = 



O' — 



9"- 



GJ3£, ((i,/i — y, r) - 


(GJ,{3: -+-cj.y;)w, 


^>?«( y. r -^ai/n)- 


(Gj,yî — xssL])n, 


©jyila./w 4- p,/I)- 


- (fSOL\ -f-CJ.^Î)/-. 



Mais ces valeurs de a,, jS,, 73 doivent satisfaire à l'équation (33), puis- 
qu'elles appartiennent à un parallélipipëde élémentaire; tous les fac- 
teurs communs qu'elles donnent au premier membre doivent être égaux 
à Tunité; ce qui exige immédiatement la relation 

f54) fcT,(â,r — Bj;y,n)Bjm"-f-(BJîy.w — moL,r)js,n" -+-{Bja,/i — gj, (3, m ) CT; / " — i, 

et réduit les équations (52) aux suivantes : 



(55) 






(y,- 



ïïn3im:yt{xim 



y, r) — BJ.GTjiBJ, |3î -T- Ts,y] )m, 
a, m) — HTsCjlcJay; -+- zsa] )//, 

3, n ) — GJCT, ( GT a J H- BJ, J3^ "i / . 
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Si la relation (54) est satisfaite, «i, ^3, 7, dépendent seulement de 
m, n, r comme «a, /Sj, 73; la relation (54) représente donc seulement 
des conditions, savoir : que 

cj(cj,(iir— cT2y,/i), 
©•(cTï/iW — Bjair), 
TSiimoLxH — Bj,(3im) 

n'aient pas de facteurs communs; car autrement on ne pourrait pas 
trouver de solutions entières à cette relation. Substituons maintenant 
nos valeurs de a^, jS^, y^, a,, |3,, 73 dans Téquation (33), et effectuons 
les réductions qui se présentent; nous trouverons 

/ GJ.GJ, [cja,((3, n-h y.r) — (gj,(3J -h TSty])mY 
(56) ^ -l-Gjjcy,[GJ,(3,(a,m-f-y,r) — (©aj -^cï2yî)n]' 

GJGJ, [cJay, (a,m -h(3,/i)— (gj»; -f- gj,(3J) r]»-- 1 , 



équation impossible à satisfaire, puisque les trois termes du premier 
membre sont tous entiers, positifs et au moins égaux à l'unité. Il n'y 
aurait d'exception à cette conséquence que si w = ©, = 572 = 1, et 
que deux des termes fussent nuls. Ainsi, par exemple, si Ton avait 

C7 = S7, = Û7.J = I , Téquation ( 56) se réduirait a 

/ [a.((J.n-f-y.r)-((3?-fy;)mp 
(57) j ^[p.(a,;„^ y.r)_(a; + y;)n]' 

' -4-[y.(«,m-+-(3.n)-(a; -+- (3f ) r]' :-. i; 

et si l'on faisait 

?i,(oLym -^y.r) — (af 4-yî)n-:o, 
y,(a, m -h (3,/i)--(a; -f- (3;)r-ro, 

on aurait 

Mais les deux premières équations donnent 

Si m y, m 

«1 «• 
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d'où, en les comhiDant avec la troisième, 

4 

ce qui est une impossibilité. Donc, même dans le cas de or =c7, = Wj = i, 
l'équation (56) ne peut pas avoir de solutions entières. Donc, quels que 
soient les rapports existant entre h, k, 1, il n'y a pas un second paral- 
lélipipède élémentaire rectangulaire; et le seul qui existe est celui 
qu'on trouve indépendamment de ces rapports : effectivement, quel que 
fût le terme de (57) que nous eussions égalé k l'unité en annulant les 
deux autres, nous serions évidemment arrivés à des conclusions sem- 
blables. 

Or, dès qu'on part du parallélipipède rectangulaire pour arriver au 
parallélipipède oblique, on retombe sur les équations (47); ^t si, de 
ce parallélipipède, nous voulons revenir au premier, nous retrouvons 
les ôqualions (4o) dont le premier membre est égalé à zéro, et qui doi- 
vent être satisfaites indépendamment de h, k, 1. La marche indiquée 
la première est donc la seule qui convienne autour d'un point donné. 

a'* Dès lors, la marche à suivre dans le cas oii les angles et les côtés 
d'un parallélipipède sont donnés numériquement sera la suivante. On 
décomposera hkcosc, klcosa, Ihcosb en expressions de la forme 
mh^ H- /ik^-4-^P, et: on les substituera dans les seconds membres 
<le {l\o),^\x\s on égalera à zéro les coefficients de h'**, k*, P. Si l'on peut 
satisfaire par des nombres entiers aux équations ainsi obtenues, on ne 
devra trouver qu'une solution distincte ; si on ne le peut pas, c'est que 
le parallélipipède donné ne correspond à aucun parallélipipède rectan- 
gulaire. Nous n'entrerons pas dans les détails d'analyse indéterminée, 
nécessairement fort longs, que ce problème comporte; ils sont inutiles 
d'ailleurs pour le fait que nous avons en vue jusqu'à présent; le résul- 
tat important pour nous est de constater qu'une famille de parallélipi- 
pèdes élémentaires n'en contient qu'un rectangulaire, quand elle en 
contient un. 

23. Élclaircissons par des exemples la méthode de recherches exposée 
ci-dessus, et prenons à cet effet des cas particuliers déjà calculés dans 
le n*^ 18. Il faut y exprimer les cosinus en h\ k\ /' au lieu de l'être 
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en h, k, 1. Nous trouverons ainsi pour le dernier exemple 

n'h^ cosa'a' = ^ — -' — , 

i5i 

' i5i 

/' A' cos va = -^ = ~ 

' i5i 

Calculons ensuite les seconds points des axes fondamentaux rectangu- 
laires rapportés aux nouveaux axes, et employons à cet effet les for- 
mules (4^); elles nous donneront : 
Pour Taxe des a : 

a' =-28, h' - 8, c' =z i3; 

Pour Taxe des |3 : 
Et pour Taxe des y : 

a'"-_4, 6"'r_-I, C^=-2. 

Cela posé, considérons le système h\ k\ l' comme le système fonda- 
mental donné, et cherchons s'il y correspond un système rectangu- 
laire : nous aurons 

3o8h'-4-i8k»~ 78I' ., 784h» — 64k'— 2a6P 

hkcosc = — ^ — - » klcosa = ^— ^^ -^ — ? 

i5i i5i 

L iq6h'— i6k» H-iQJ» 

Ih cos b = --^ ^ 2— • 

i5i 

Substituons ces expressions dans les équations (4o); égalons-en le pre- 
mier membre à zéro; chassons le dénominateur commun et ordonnons 
par rapport à h^, k^, P; il viendra 

(i5i a.aj -4- 3o8(a.Pj-i-a,p,)-f- 784((3,ya-H (31y.)-^- i96(y,a, -h y,a,)]h' 
-f-[i5i(3.p,-f- i8(a,(3,-f-a,(3.)~ 64(p,y, -f- (3,y,) - i6(y.«, -^ y,«,)]k» 

-+ [i5i y.y,— 78(a,j3j-i-«,p,) — aa6((i,y, -f-PayO^- i9(y,«i 4- y,«,)]P.-- o, 

9 
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5i «,«3 -h 3o8{«,p, -h «i(i,) H- 784((3,y, -h (Say,) -i- i96(y,a, -f- yia,)]h' 

51(3,(3,-+- i8(a,(3,-+-a,(3,)~ 64 ((3, y, -f- (3,7,) - '6(y,a, -+- ya^Ol^i' 
5i yiy3— 78(a,(35-4-as(3a) — •226((3,y3 4-p,y,) -h igfyaaa -f- y3a2)]H=:o, 

5ia,a, -^3o8(a,p, -4- «,(33) -f- 784(p,y, -f-(3,y3)-fr> igôfyja, -f-y,a3)]h= 
5r(33i3, -f- i8(a3(3, H-a.(33)- 64 {(3, y, -4- (3. y^) - i6(y3a. -4- y,a3)]k» 
5i yayi — 78(a,(3, -+- a.p,) — 226((33y. h- p.yj) -+- igCyjai -+- y.a,)]!' — o. 

Les coefficients de h^, k*, P doivent être séparément nuls; ce qui don- 
nera en tout neuf équations du second degré pour déterminer les neuf 
inconnues; mais, en réalité, ces équations laisseront des quantités in- 
déterminées et entraîneront des conditions pour être satisfaites. En 
effet, aucune d'elles ne contient de terme indépendant de a, j3, y. Elles 
pourront être résolues par des applications répétées des formules (28); 
on ne devra pas non plus oublier que les valeurs trouvées doivent sa- 
tisfaire à la condition (33). Nous n'exposerons pas ici les calculs, qui 
sont ceux d'une question d'analyse indéterminée fort prolixe; les cal- 
culs effectués à la fin de l'article précédent pour un cas plus simple 
peuvent en donner une idée. Nous nous bornerons à faire observer que 
la substitution des valeurs 

a,=t— 28, p. — 8, yi = i3, 

«I— 7> pî=— a» yt=— 3, 

«1—4. Pa— — ï. ya= — 2, 

réduit identiquement à zéro, ainsi qu'on devait s'y attendre, les coeffi- 
cients de h^, k% P dans les équations ci-dessus. 

Si, au contraire, nous n'avions que des données numériques, telles 
que les suivantes : 

k G7i 3 l Gj] 2 116 . ^4 "58 

-=—--> -m— z=-, cosa=r ^> cosb = -^> ^*OS^~ÂFÔ» 

h 17 I h G7 I i5i i5i 4^^ 

nous formerions immédiatement les produits 

i58 6q6 ,128 

Gjcy, COSC = -=-> CTiBJ, COSa= '^-y BJjCJ COS D - -p- ', 

i5i i5i i5i 

nous mettrions les numérateurs sous ia forme générale 
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nous les substituerions dans les équations (48)f et nous retomberions 
sur des équations de même forme que les précédentes, où les coeffi- 
rients de w^, btJ, cTg devraient être égalés séparément chacun à zéro. 
Sans entrer dans le détail de ces calculs, nous ferons remarquer, parmi 
les combinaisons possibles, les suivantes, d'où nous sommes partis : 



3 cos c — 


i58 308-^162 3i2 3o8Gj'-hi8TOÎ 78cy; 
i5i ~' i5i i5i 


6cosa 


G96 784 — 576 — 904 784©'— 64roî — 226BJÎ 

i5i i5i i5i 


7. cos b — 


128 "96 — '44 ^~ 76 196©'— i6bjî -h 19535 

i5i i5i i5i 



L'exemple^ numérique donné était donc un cas particulier du pré- 
cédent. 

24. Théorème. — Parmi les parallélipipèdes élémentaires appuyés au 
même sommet et appartenant à la même famille^ il y en a un très-grand 
nombre ayant un côté et les plans des deux faces adjacentes communs. 

Ainsi, il y a un très-grand nombre de parallélipipèdes B différents 
du parallélipipède A, et ayant pourtant de communs avec lui leur côté u 
et les plans de leurs faces |3 et 7. 

Prenons pour plans coordonnés les trois faces de ce parallélipi- 
pède A; les coordonnées de ses trois sommets les plus voisins de Tori- 
gine seront 

A, o, o; o, /r, o; o, o, /. 

Nécessairement le second sommet de B sur le côté a aura pour coor- 
données A, o« o. Le second point du côté |3 du parallélipipède B sera 
sur le plan 7 = 0, et aura par conséquent pour coordonnées 

le second point du côté 7 de B sera sur le plan /3= o, et aura pour 
coordonnées 

«3 A, o, y,/. 

Substituons ces divers coefficients numériques de B dans la rela- 
tion (33), qui doit être satisfaite ici, puisqu'il s* agit d'un parallélipi- 

9- 
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pède élémentaire; nous trouverons 

équation dont les seules solutions entières sont 183=: r, 7,= r. Ainsi 
les sommets de B ont pour coordonnées les trois groupes suivants : 

A, o, o; a, A, ky o; «3 A, o, /, 

où 0L2 6t a^ restent indéterminés, en sorte qu'il y a une infinité de pa- 
rallélipipëdes B différant entre eux seulement par les valeurs de ol^ 
et a,. La troisième face variera en inclinaison, mais seulement suivant 
certaines lois déterminées, puisque «2 et a, seuls y sont variables. Son 
équation, rapportée aux axes que nous avons admis, et qui sont les 
trois côtés de A contigus au sommet M, se déduira de Téquation (a3) 
en y substituant les données auxquelles nous sommes parvenus; ce 
sera 

X y* z 

Les formules (4^) permettront de passer du système de coordonnées 
admis a un autre quelconque. 

25. THÉORfeME. — Un parallélipipéde élémentaire C peut, dans un cas 
très- général^ avoir une face dans le même plan que celle d'un second pa- 
rallélipipéde A, et une autre adjacente dans le même plan que celle d'un 
troisième parallélipipéde B, les parallêlipipèdes A, B, C étant appuyés au 
même sommet M et appartenant à la même famille. 

Prenons les trois côtés du parallélipipéde élémentaire A aboutissant 
en M pour les trois axes coordonnés ; nous pouvons, sans inconvénient, 
désigner par les mêmes lettres les faces situées dans les mêmes plans, 
à quelque parallélipipéde qu'elles appartiennent; cela posé, il s'agit de 
trouver les conditions a remplir pour que la face 7 de C soit dans le 
même plan que la face 7 de A, et la face /3 de C dans le même plan que 
la face j3 de B. 

Pour que ce fait se réalise, il faut que l'intersection du plan 7 de A 
avec le plan /3 de B soit le côté a de C. Les coordonnées des trois som- 
mets voisins de M sont : 
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Pour le parallélipipëde A : 

A, 0,0; o, A', o; 0,0, /; 

Pour le parallélipipëde B : 

a, A, j3i/r, y,/; «a A, (SJr, 7,/; aji, ^Jf, yj. 

L'équation de la face /3 du parallélipipëde B est donnée par Téqua- 
quation (24); c*est 

Il suffit d'y faire z = o pour avoir l'équation de son intersection avec 
le plan 7 de A qui a pour équation 7 = o; si donc nous désignons par 
a\ A, ^\ k^ o les coordonnées du second sommet a de C, nous aurons, 
entre a , et jS', ♦ la relation 

(58) (pay. - p.y,)«'. -^ (y,oi, - y.a,) (3'. -- o. 

Cela posé, il peut arriver deux cas : ou |337, — /3,7, et 7,«, — 7, a, ont 
un facteur commun/, ou ils n'en ont pas. Dans le premier cas, l'équa- 
tion précédente (58) donnera 

(59) ,,^_ y.«.-y.«. , p^^hli^Mi. 

dans le second cas, on trouvera 

(596/5) a, iz:iy,a,— y,a,, '^fi\ -- f^ay. ~i3,y3. 

On ne devra, dans aucun cas, prendre des multiples de ces valeurs, 
quoi qu'ils vérifient également l'équation (58); car le second sommet 
du côté a étant le point matériel immédiatement consécutif de M, on 
devra prendre les plus petites valeurs numériques possibles de ol^ et 
de jS'j. Le signe seul pourra en êlre changé; mais c'est chose indiffé- 
rente que Ton considère le sommet avant M ou le sommet aprës; la 
direction du côté est la même, et changer ainsi le sommet revient à 
prendre pour C le parallélipipëde égal immédiatement contigu au pre- 
mier. 



Le côté |3 du parallélipipëde C est compris eutiërcinent dans le 
plan 7=0, puisque sa face 7 est, par hypothèse, située dans ce plan ; 
les coordonnées de son second sommet sont donc 

enfin celles du second sommet du côté 7, silué dans le plan |3 de B, 
doivent satisfaire à l'équation (24) rappelée ci-dessus, et qui devient 
pour elles 

(60) (Psy.— p.yaja'a-i-lyaa' — /««a)!^'. -î-(a8?. — a.?3)y3 — o- 

Toutes doivent satisfaire à Téquation (33 ) qui, par la substitution de 
7^ =0, 72 = et des valeurs (Sq), se réduit a 

dans le premier cas, et à 

(P^y.-p.yj)»;/'^ -f-(y3a.-y.a3)p;y',-Hi:r.^o 

dans le second. Comme ici toutes les quantités doivent être entières, il 
faut admettre que 73 = =i= i, puisqu'il divise les deux premiers termes; 
nous admettrons — i pour la même raison que nous avons admis un 
seul signe dans (Sg); l'autre facteur doit aussi être égal à l'unité; 
nous aurons donc 

dans le premier cas, et 

[Gibis) y\-- — i, (pay.— p.yaja; -4- (y^a,— y,a3)(3;rr. I 

dans le second. Ces équations doivent coexister avec l'équation (60), 
qui devient alors 

(61 ter) (Psy. — (3.y3)a3^-(y3a.— y.a3)P'3=- «^P' - 3^i(^v 

Mais le facteur/, commun à /3,7i — jS,7, et 7aa, — 74 a,, est premier 
à a,/3|— 0(|]3|, puisque cette face appartient par hypothèse au parai- 
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lélipipëde élémentaire B (n^ 22); donc l'équation (6i ter) ne peut 
pas être résolue en nombres entiers dès que/ diffère de Tuaité. Dans 
le cas où les deux binômes /3,7i — jSiy, et y,»! — y, a, sont premiers 
entre eux, mais dans ce cas seulement, les équations (6i bis) et (6i ter) 
donneront une infinité de solutions entières, qu'on pourra réunir 
comme on«rentendra pour obtenir des parallélipipèdes élémentaires C 
ayant leur face 7 dans le plan 7 de A, et leur face /3 dans le plan |3 
de B. 

La possibilité ou l'impossibilité du problème dépend de l'équa- 
tion (58), c'est-a-dire de la commune intersection des plans 7 de A 
et /3 de B. On pourrait évidemment disposer de quelques-unes des 
données, de a,, ^3, 73 par exemple, de manière à conserver la direc- 
tion de la droite tout en faisant disparaître le facteur commun; mais 
alors a. A, /3,A:, 73/ ne satisferaient plus à l'équation (24) , c'est-à-dire 
qu'on serait obligé de changer la direction du plan j3 de B, et partant 
de déformer le parallélipipède B. 

En résume, quand le parallélipipède C est possible, il a, pour ses 
trois sommets voisins de M, les coordonnées 

avec les conditions (61 bis) et (61 ter). 
Élucidons ce résultat par des exemples numériques : 
1^ Les coordonnées des trois sommets voisins de M sont, dans le pa- 
rallélipipède A, 

A, o, o; o, A", o; o, o, /; 

et dans le parallélipipède B, 

A, 3*, 4/; 2*, A, 5/; — 16A. 64A. 3/. 

Nous avons déjà vu, dans le n^ 17, que les dernières quantités satisfai- 
saient à l'équation (33). Nous trouverons ici 

Ps'/i — t^.ys — 247, y^a, — y.aj— 67. ajP, - a.3, --112. 

quantités toutes premières entre elles. Le parallélipipède C est donc 
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possible, et dès lors il y en a plusieurs de même nature. Les équa- 
tions (6i bis) et (6i ter) deviennent 

a47a, -h67P'3— i, 247a, -h 67(3,^ — 112, 

et ont pour solutions : la première 

a, = 67 / — 16 , (3'j — — 247 / H- 59, 

et la seconde 

a, =^ — 7 5o4 u H- 1 792, ^'3= 27 664 u — 6608. 

Parmi l'infinité de sommets qu'on peut prendre pour C, nous choisi- 
rons les suivants, correspondant a / = o, m = o : 

— 67A, 247/r, o; — 16A, 59A*, o; 1792A, — 6608/r, — /. 

Les coefficients de h et de ^ dans le troisième sommet sont déjà assez 
grands pour que les distances de ce sommet au point M approchent 
d'être appréciables; mais ce parallélipipède n'en est pas moins réali- 
sable comme résultat d'une première approximation. 

2^ Les coordonnées des trois sommets voisins de M sont, dans le 
parallélipipède A, les mêmes que ci-dessus, et dans le parallélipi- 
pède B : 

A, 3 A*, 2/; 2/1, 4^> 7^î hy ^/fy o. 

Ce sont les dernières que nous ayons, dans le n^ 17, déduites de l'équa- 
tion (33). Nous trouverons immédiatement 

PsVi — Piya — 8, yaa, — y,a3 = — 2. 

Ces deux quantités ayant 2 pour facteur commun, le parallélipipède C 
n'est pas possible. 

§ IV. — Densité, résistance, élasticité. 

26. Reprenons la définition des propriétés de la matière que nous 
avons entamée au n^ 5, et occupons-nous, dans ce paragraphe, de la 
densité, de la résistance et de l'élasticité. 

L'idée de la densité est fort simple avec le système de Descartes et 
l'hypothèse de la continuité; c'est le rapport de deux masses de même 
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volume, dont l'une sert de terme de comparaison, et ce rapport ex- 
prime les quantités relatives de matière contenues par les différents 
corps dans Tunité de volume. La considération de la porosité de la 
matière, combinée avec l'hypothèse d'atomes étendus, complique un 
peu cette idée première, sans toutefois la modifier sensiblement. Nous 
dirons plus loin la définition de Poisson, qui a cherché à donner une 
idée précise de la densité de la matière discontinue; en voici une qui 
nous paraît plus simple et plus facile en même temps à adapter à l'idée 
d'atomes inétendus. 

Quand on compare entre eux les corps sous le rapport de l'énergie 
de leurs attractions, on a affaire à deux ordres de faits différents : un 
corps peut avoir des molécules attirant plus énergiquement que celles 
du corps pris pour type, et alors ju.y est plus grand; ou bien il peut les 
avoir plus resserrées, c'est-à-dire avoir des parallélipipèdes élémen- 
taires plus petits. Ces deux causes peuvent se contre-halancer de telle 
sorte qu'étant différentes, l'attraction totale de deux corps demeure la 
même; mais le plus souvent elles amènent des effets différents, puisque, 
dans le même milieu où les masses ju. restent les mêmes, l'attraction 
d'un même volume peut varier suivant le resserrement plus ou moins 
grand des parties. En négligeant les molécules situées sur une partie 
de la périphérie du corps, lesquelles sont, quoique excessivement 
nombreuses, une fraction très-minime de la totalité des molécules 
constituant le corps, on peut dire en général que, si l'on prend les mo- 
lécules du corps pour les sommets d'un réseau de parallélipipèdes élé- 
mentaires, ou plutôt d'hexaèdres très-près d'être des parallélipipèdes, 
chacun de ceux-ci correspond à une molécule. Dès lors, si l'on multi- 
plie l'expression du volume de cet hexaèdre par une quantité telle, que 
le produit en soit égal à la valeur représentative de /x, on aura par 
cette quantité un premier moyen d'apprécier l'énergie attractive du 
corps, puisque, plus elle sera grande, plus le volume du parallélipi- 
pède sera petit à égalité d'énergie attractive de la molécule; plus, par 
conséquent, les molécules du corps seront rapprochées et l'attraction 
énergique. Ainsi la densité est le quotient de la valeur de l'énergie at- 
tractive jj. divisée par la valeur du volume du parallélipipède élémen- 
taire. Ces valeurs sont données, bien entendu, en prenant pour chaque 
genre de quantités une seule et même unité. 
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Nous sommes convenus de considérer deux masses fi et /x' pour la 
même molécule (n*' II), suivant la nature de l'attraction correspon- 
dante, ou une seule masse et un coefficient de capacité. H s'ensuivra 
deux densités différentes au même point, ou une seule densité avec 
le coefficient de capacité pour l'autre densité. Cela ne présente pas en 
soi d'autre difficulté que la notion des masses; seulement, afin d'éviter 
toute ambiguïté, nous prévenons nos lecteurs que nous considérons ici 
seulement la densité relative à l'attraction en raison inverse du carré 
des distances. 

La définition que nous donnons de la densité entraine immédiate- 
ment la conséquence suivante. Tous les parallélipipëdes élémentaires 
de même famille et appuyés au même sommet donneront pour le corps 
la même densité en ce point, puisque leur volume est le même pour 
tous (n^ 21); mais toutes les autres divisions du corps que l'on vou- 
drait imaginer donneront des densités fausses, puisque le nombre 
de molécules correspondantes ne serait pas constamment l'unité. En 
multipliant par la densité actuelle r l'expression {/\6) du volume du 
parallélipipëde, nous obtenons la relation 

. \ \dah d^k dyl J^ dyl d^k "^ dyl dah d^k 

\ dyl d^kl^i d^k dyl doch J^ dah dyl) ^^' 

Cette relation est précise et n'est applicable qu'à certaines décom- 
positions du volume, nullement aux autres. On peut lui donner dilTé- 
renles formes que nous allons examiner. 

D'abord, on peut la remplacer par une relation entre quantités 
toutes appréciables, en désignant par p la densité de l'état primitif 
où les parallélipipëdes sont rectangulaires; car on aura évidemment 

(64) ar^phkl; 

et, en substituant cette valeur de /x dans (63), puis divisant tout 
par hil, on trouvera 

] \doch d'fik dyl dah dyl d^k "^ dyl dah d^k 

f dyl 7p dah '^ dfik dyl dah d^k dah dyl) '" ' 



( 75) 

L*hypothëse de la matière continue nous conduisait à cette même for- 
mule (65); car, en remontant aux formules (8), nous aurions trouvé : 
Pour les pn»jections de la longueur primitive dcch ramenée à Tétat 
actuel, 

-^doLh, ^doLll, -^doLh^ 

dcLh d%h doLii 

Pour les projections de la longueur d^k rapportée à Tétat actuel, 

^</p^. ^Jp*. ^rf^A-; 

Et enfin, pour les projections de ce qu*est devenue, dans l'état actuel, 
la longueur dyl dt Tétat primitif, 

y/ rfy/, ^dyl, ^dyL 



dyl ^' dyl '' dyl 

Substituons ces valeurs à la place de a, 6, c, a\ b\ c\ d\ b'\ c" dans 
Texpression connue du volume d'un parallélipipëde que nous avons 
rappelée en commençant le n° 21; nous trouverons 

mais le volume du parallélipipëde rectangulaire primitif correspon- 
dant est 

rfaA, c/(3A-, dyl\ 

donc, en multipliant chacun de ces volumes par les densités correspon- 
dantes r, |9, nous aurons les masses dans l'hypothèse de la continuité 
de la matière; et, comme elles doivent être égales, nous serons fondés 
à égaler les deux produits; divisant ensuite les deux membres de 
l'équation par le facteur commun rfaA, rf/3A, rfy/, nous retrouverons 
l'équation (65). Mais cette manière d'opérer, parfaitement légitime 
dans le cas de la continuité de la matière, ne l'est plus partout et tou- 
jours dans le cas de molécules disjointes. En effet, dans ce dernier cas, 
les parallélipipèdes élémentaires donneront seuls, ainsi que nous 
l'avons vu, la véritable densité; les autres en donneront de fausses, du 
mx)ins dans le cas le plus général. Quand on descend aux infiniment 

lO. 



petits, les (Jiver.^ volumes (Jirhfreiiliels qu*on peut imaginer |ieu\eiil 
[provenir de la division à l'iofîni d*un |iarallélipipëde élémentaire ou 
d*un autre; dans le premier cas, on leur appliquera les véritables den- 
sités, dans Taulre des densités fausses; Téqualion restera la même. 

Tout ce qu'on en peut conclure, c'est que le rapport - est le même 

entre les parallélipipëdes primitifs et les parallélipipèdes actuels, 
qu'ils soient ou non élémentaires. Mais il doit y avoir entre dah^ d^k. 
//'//une certaine relation pour que le parallélipipède différentiel con- 
sidéré provienne d'un parallélipipède élémentaire. 

Quand on a pris entre dcch. df:ik, dylles proportions voulues pour 
qu'il en soit ainsi, on peut choisir sur les trois axes rectangulaires des 
longueurs telles, qu'on ait un parallélipipède rectangulaire infiniment 
petit équivalent au premier. On peut donc écrire 

\(ixn d^h dyl dxh dy l d^k / ' ' 

mais il faut se rappeler qu*il doit exister une certaine relation entre 
dah, d^k, dyl et partant dx, dy, fifc,si l'on veut que les volumes dont 
il s*agit répondent à une valeur réelle de la densité. Quand on admet 
l'existence de cette relation, on est en droit de multiplier les deux 
membres de l'équation (06) par la densité actuelle du corps en M, c'est- 
à-dire par r, puis de les sommer dans toute Tétendue du corps, chacun 
par rapport à ses variables; les sommes définitives seront nécessaire- 
ment égales, puisqu'elles comprennent l'ensemble de termes égaux 
rhacnn à chacun. On aura donc l'équation 

( ^Tdxdydz 

Dans le premier membre de cette équation, où Tintégration se fait 
par rapport à x.j-, z, r devra être exprimée en fonction de ces varia- 
bles; dans le second membre, elle devra, pour un motif analogue, être 
exprimée en fonction de «A, [ik, 7/. 

27. Les équations (63) et (65) sont, avons-nous dit, une condition; 
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elles correspondent au fait de l'existence de la matière. Car si r deve- 
nait infini, ce ne serait qu'à une seule condition : celle de l'annulation 
du parallélipipëde élémentaire, et par conséquent de la réunion de 
deux molécules en une seule, réunion qui entraine la disparition d'une 
molécule ou la perte de son existence propre. Si V devenait nul, ce ne 
serait qu'en supposant au moins un des côtés du parallélipipëde infini 
ou excessivement grand tout au moins, puisque hkl est excessivement 
petit. Ce serait donc admettre un vide absolu très-grand dans le corps, 
une séparation complète. L'expérience ne nous montre rien de sembla- 
ble dans les corps qualifiés de pondérables, alors même qu'ils se com- 
binent entre eux; on est donc porté à croire que les centres de molé- 
cules ne se confondent jamais, ni ne peuvent se confondre. Ce fait, dont 
nous donnerons plus tard la nécessité mécanique, constitue le principe 
de l'impénétrabilité des corps définie au n^5; il n'est pas, comme on 
voit, une propriété fondamentale qu'il faille admettre séparément, mais 
une simple conséquence. 

Plusieurs physiciens ont cru à la nullité de poids des corps qualifiés 
d'impondérables; mais rien ne justifie une semblable opinion. Un corps 
plongé dans un autre milieu et au repos y perd de son poids une quan- 
tité égale au poids du fluide déplacé; il en est de même dans le cas du 
mouvement. La démonstration de cette propriété mise en lumière par 
Archimëde est élémentaire; la loi a lien pour les corps immergés dans 
l'éther aussi bien que pour ceux qui le sont dans l'eau ou dans l'air. 
Tant que les physiciens ne connurent pas la pompe foulante à air et la 
machine pneumatique, l'air fut pour eux un corps impondérable, 
comme l'éther l'est aujourd'hui pour nous; les mesures qu'ils obte- 
naient des densités étaient affectées de l'erreur due au poids de l'air 
négligé. Tous les corps sont perméables à l'éther; et jusqu'à présent, 
nous n'avons imaginé aucun moyen de le condenser ou de le raréfier 
dans une proportion connue et sous un volume déterminé. L'éther est 
donc encore pour nous un corps impondérable; mais nous ne sommes 
pas plus fondés à lui dénier toute pesanteur que ne l'auraient été les 
philosophes alexandrins à contester la pesanteur de l'air. Ajoutons que 
c'est en le supposant pondérable, et en lui appliquant les lois de la Mé- 
canique, que les Géomètres modernes sont parvenus à découvrir l'expli- 
cation de tous les phénomènes lumineux avec une facilité qui étonne. 
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Pour nous donc, Tétlier aura une densité, trës-faible à la vérité, plus 
faible nécessairement que toutes les densités connues, puisque l'excès 
de celles-ci sur celle de Téthcr, la seule chose que nous connaissions 
en réalité, est toujours positif; mais il en aura une que nous n'avons pas 
encore mesurée. 

Or Lagrange a démontré dans sa Mécanique analytique, et plus tard 
Poinsot a démontré géométriquement, que toute condition relative à 
un point eu repos ou en mouvement équivaut à une résistance. L'exis- 
tence de la matière, correspondant à l'équation (63), est une condition 
représentée par cette relation; elle constitue donc unevérîlable résis- 
tance dont il est inutile d'aller chercher ailleurs les causes qui résident 
en elle. Ceci, comme nous l'avons dit tout à l'heure, sera prouvé sura- 
bondamment en arrivant aux équations de l'équilibre et du mouve- 
ment; et Ton verra, ce qui du reste va de soi-même, qu'il ne peut pas 
y avoir de résistances infinies à moins d'actions infinies que rien ne 
peut amener dans la nature; que dès lors la densité ne peut pas devenir 
infinie. 

En résumé, la résistance et l'impénétrabilité de la matière sont des 
conséquences nécessaires de l'existence de la matière, et nullement de 
principes indépendants; elles n'exigent pas l'addition de nouvelles pro- 
priétés aux forces intrinsèques d'attraction. 

28. Occupons-nous à présent de déterminer comment une attraction 
en raison inverse de la n'^'"' puissance de la distance peut arriver à pro- 
duire les phénomènes d'adhésion, de cohésion, etc., qu'on est convenu 
aujourd'hui d'englober sous la dénomination générale à'effets de la 
force élastique. Commençons par rappeler les notions que l'on a de ces 
phénomènes; nous en déduirons ensuite les moyens de calculer les 
effets correspondants des attractions, et nous les comparerons aux lois 
constatées par l'expérience. Nous examinerons aussi s'il y a lieu de 
coutinuer à employer dans les équations de l'équilibre et du mouve- 
ment, comme le font encore aujourd'hui les Géomètres, ces expressions 
de la force élastique au lieu et place des attractions elles-mêmes. 

Tous regardaient jadis la continuité de la matière comme une chose 
évidente par elle-même. Si .donc deux corps en contact suivant une 
surface plane commune étaient tels, que l'action de l'un d'eux sur 
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l'autre fut uuilorme, un en concluait qu'elle était i<lmiti(|tie en tous le:) 
points de la surface de contact, parce (|u'on ne voyait pas de raison 
pour laquelle elle put varier d'un point à un autre. Dès lors, on mesu- 
rait ces actions en les rapportant à l'unité dé surface, et en comparant 
entre elles les diverses quantités d'action exercées sur l'unité de sur- 
face. C'est ainsi que, pour comparer les actions exercées par divers pa- 
rallélipipt-des rectangulaires matériels posés par une de leurs faces sur 
un plan horizontal, on divisait les nomijres OLprimant leurs poids par 
les nombres exprimant les aires de leurs stirlaccs de contact ou bases, 
el l'ou comparait entre eux les quotients appelés pressions par unité de 
tu/face; c'est de même qu'on arrivait à comparer les grandeurs d'adhé- 
sion, de cohésion, etc. ; c'est en marchant dans cet ordre d'idées i[u'un 
trouva les pressions proportionnelles ii la densité des gaz comprimés 
(loi de Mariotle); ce sont ces adhésions et ces cohésions qu'on trouva 
indépendantes (ie la charge. Ce sont des actions semblables qu'on lit 
intervenir, avec leur-s lois constatées par l'espêrience, dans les équa- 
tions de ]'équilil)re et du mouvement; on en vint ainsi à considérer 
deux natures différentes de forces, les unes proporlionmdles aux masses 
des parlicules matérielles, et les autres aux surfaces extérieures de ces 
particules. 

Ce mode d'agir a survécu au principe de \n continuité de la tnatiére 
abandonné depuis longtemps; les Géomètres 6m|>Ioient toujours la 
considération de forces proportionnelles aux surfaces iitéales de par- 
celles en lesquelles ils supposent le corps divisé, tout en ailniettanl 
que ces parcelles sont extrêmement petites et contiennent en même 
temps un nombre de molécules extrêmement grand {voyez Poisson) 
ou médiocre [voyez H, Lamé). Mais, dans un cas comme dans l'autre, 
ces surfaces idéales n'ont aucun rapport avec la périphérie des molé- 
cules, même aux yeux des Géomètres qui admettent l'étendue des 
atomes el prétendent évaluer l'inOuence ^le la forme dans l'étude de 
certains phénomènes. On nomme etasliques les forces superficielles 
dont il s'agit, et ce sont leurs accroissements ipi'on l'ait intervenii' dans 
les équations de l'équilibre el du nionvcnient. Nous devrons examiner 
si l'on est fondé k le faire ; nous ne pouvons pas nous prononcer avant 
un examen approfondi. De plus, comme beaucoup d'expériences n'ont 
, eu pour but que la détermination de lois de cette nature, il est clair 
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que nous devons établir celles que donnera rallraclion, si nous vou- 
lons en comparer les résultats à rexpérîence. 

Il est certain que, dans le cas de la matière discontinue, on ne peut 
plus avancer que la force développée en un point quelconque de la sur- 
face de deux corps, ou du moins la fonction qui la représente, n'a pas 
de raison pour différer d'un point à un autre extrêmement voisin; car 
Fun de ceux-ci peut être un centre de molécule, et l'autre un point 
géométrique, sans aucune correspondance moléculaire, et conséquem- 
ment nullement assimilable au premier, contrairement à ce qui avait 
lieu dans le cas de la matière continue. Mais de ce que le raisonnement 
primitif tombe en défaut, on n'est pas en droit de nier la conséquence 
obtenue qui peut avoir une origine différente Ainsi, IMiypothèse de 
la continuité avait fait concevoir des corps où une droite de longueur 
donnée, assujettie à passer par un point donné, rencontrait la même 
quantité de matière, quelque direction qu'on lui imprimât, et de cette 
condition on déduisait l'égalité de pression en tout sens dans ce cor|)s. 
Eh bien, avec la matière discontinue, où l'hypothèse de cette droite 
devient absurde au premier chef, car elle revient à supposer qu'il existe 
des corps où les molécules sont assez rapprochées pour que la diago- 
nale d'un cube y devienne égale à son côté, la conséquence de l'égalité 
de' pression subsiste encore, mais, bien entendu, pour d'autres motifs. 
Nous chercherons donc les actions du genre des forces élastiques que 
peuvent produire les attractions en raison inverse de la «"^'"^ puissance 
de la distance; nous les comparerons aux effets connus, et nous étudie- 
rons la question de savoir si l'on peut sans inconvénient les substituer 
aux attractions mêmes dans les équations de l'équilibre et du mouve- 
ment. 

29. Les explications précédentes conduisent à une définition de la 
force élastique un peu différente en apparence de celles qu'on a don- 
nées jusqu'à ce jour, mais qui y revient au fond et est extrêmement 
rationnelle. Menons par les centres de gravité de trois molécules voi- 
sines, non situées en ligne droite, et sans molécule intermédiaire, un 
plan idéal; cjnsidérons ensuite une quatrième molécule M'", en dehors 
de ce plan, et aussi rapprochée de lui que possible. Supposons d'ail- 
leurs les trois points assujettis à la condition (33), ce qui, du reste, est 
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la conséquence de la nDanière dont nous les avons choisis; aclievons 
la construction du parallélipipède dont MM', MM", MM'" sont les trois 
côt-és adjacents au sommet M, et imaginons ensuite un corps idéal ayant, 
dans toute son étendue, les molécules disposées comme les sommets 
d*un réseau de parallélipipèdes égaux et jointifs au premier. Nous avons 
vu, n^ 15, que cette supposition est permise dans une certaine 
étendue autour de chaque point matériel, et que par conséquent Thy- 
pothëse et la réalité sont sensiblement d'accord dans cette étendue. 
Trois plans se coupent au point M; ce sont les trois faces du premier 
parallélipipède, communes chacune à un parallélipipède difterent et 
contigu; leurs prolongements sont communs à quatre autres parallélipi- 
pèdes contigus au premier; tous ont M pour sommet commun. Nous 
pouvons regarder le corps idéal, auquel nous assignerons d'ailleurs des 
limites finies, mais arbitraires, comme partagé en deux parties A et B 
par le plan MM'M". Nous dirons, pour fixer les idées, que A est au- 
dessus de MM'M" et que B est au-dessous. Admettons encore que les 
points matériels du plan MM'M", que nous prendrons pour plan des xy 
ou y = o, appartiennent à la portion A du corps. Cela posé, soit m un 
point matériel de A, m' un point matériel de B; l'attraction de ces deux 
points, qui appartiennent au même réseau et ont les mêmes masses, 
aura {voyez le n** 12) pour forme générale des composantes 
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nous sommerons chacune de ces composantes d'abord pour un même 
point m\ m prenant toutes les positions des points matériels de A, en- 
suite pour toutes les positions»de m' dans B; nous aurons ainsi les com- 
posantes totales des attractions exercées par tous les points de A sur 
tous les points de B. Nous attribuerons ensuite ces composantes à la sur- 
face de séparation MM'M", et divisant successivement chacune d'elles 
par l'aire de la surface commune, nous aurons leurs valeurs par -unité 
de surface, autrement dit les composantes de la force élastique. 

Cette marche laisse à la vérité indéterminées les limites des portions A 
et B, d'où de l'indécision; mais il est évident que ces limites, dès 
qu'elles sont un peu grandes, influent peu sur la valeur du rapport; 
nous verrons d'ailleurs, en en venant aux détails, que l'omission dont 
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il s*agit n*a pas d'importance, attendu que les limites finies de A et B 
n'interviennent pas dans l'expression de la force élastique. 

Il nous reste à démontrer que la force élastique ainsi définie est un 
effet superficiel de même nature que les forces élastiques acceptées 
jusqu'à ce jour par les géomètres. Ceux-ci en ont donné deux défini- 
lions ; prenons dans les Leçons sur la Théorie mathématique de V élasti- 
cité dans les corps solides ( i"^ édition, p. 8) la définition la plus moderne 
(|ue M. Lamé préfère, et qu'il démontre, quelques pages plus loin, re- 
venir au même que l'ancienne. Il nous suffira donc d'en démontrer 
l'identité, quant aux conséquences, avec celle que nous venons de 
donner. 

* Soit M une molécule intérieure du solide. Imaginons: i"la sphère S, 
dont le centre est en M, et qui a pour rayon la plus grande distance Ç 
au delà de laquelle F(Ç) est insensible, distance-limite qu'on appelle 
rayon d'activité de l'action moléculaire; i^ par le point M un plan quel- 
conque LN, lequel partage la sphère en deux hémisphères SA, SB; 3*^ au 
point M, un élément superficiel extrêmement petit ci sur le plan LN; 
4" enfin dans l'hémisphère SB un cylindre droit, très-délié, ayant rs 
pour base. Par suite de la déformation générale, les molécules conte- 
nues dans l'hémisphère SA exercent des actions sur les molécules du 
cylindre. La résultante t^tE de toutes ces actions est ce que nous appel- 
lerons la force élastique exercée par SA sur SB, et rapportée à l'élément- 
plan C7. Cette résultante sera, en général, oblique à l'élément-plan zs\ 
si elle est normale à cet élément, et dirigée vers l'hémisphère SA, elle 
représente une traction. Si, encore normale à w, elle est dirigée vers SB, 
elle représente une pression, c'est-à-dire que SA attire le cylindre dans 
le premier cas et le repousse dans le second. Si la force élastique xsE 
ou la résultante qui vient d'être définie est parallèle à l'élément ts^ elle 
tend à faire glisser le cylindre parallèlement au plan LN; on lui donne 
alors le nom A^ force élastique tangentielle. » 

D'après cela, la force élastique rapportée à l'unité de surface est due, 
comme la nôtre, à des attractions, à cette différence près que M. Lamé 
les suppose représentées par une fonction qui peut être tantôt positive, 
tantôt négative; nous avons vu, dans le n° 10, que cela revenait à 
supposer ces attractions composées d'une somme d'autres attractions 
proportionnelles chacune à une puissance négative de la distance. Donc 
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la force élastique de M. Lamé n'est qu'une somme de forces élastiques 
telles que nous les envisageons; car, si ou la rapporte à l'unité de sur- 

roE 

face, on trouve — = E, puisque M. Lamé qualifie zsE de force élas- 
tique rapportée à Télément-plan cr; de plus, cette force wE est la ré- 
sultante de toutes les actions qui peuvent être exercées sur ts par les 
points susceptibles d'agir, puisque celles des points extérieurs à la 
sphère sont insensibles, ceux-ci étant en dehors du rayon d'activité 
moléculaire. Si donc on envisageait une suite quelconque d'éléments- 
plans rs consécutifs, et pour lesquels la composition moléculaire de la 
sphère correspondante restât la même, ainsi que nous le faisons pour 
notre corps homogène, ils donneraient tous l'action t7Ë. Leur somme 
serait EScj, puisque E ne varierait pas, leur base totale Scr, et la force 

ESm 

élastique rapportée à l'unité de surface serait encore E = -^ — ; le mode 

d'évaluation employé par M. Lamé revient donc, comme il le dit, k 
une force proportionnelle à une surface; il n'y a de différence entre lui 
et nous que la considération d'attractions multiples faite par lui, tandis 
que nous en envisageons une seule. 

30. Ces définitions bien établies, il est facile de tracer la marche k 
suivre pour calculer la force élastique provenant d'une attraction en 
raison inverse de la puissance n de la distance r. Nous regarderons la 
droite MM' comme l'axe des a, MM" comme celui des /3, MJM'" comme 
celui des 7; ce qui est permis, puisque le corps homogène ayant pour 
point de départ le parallélipipède MM'M"M'" peut être considéré comme 
une sorte d'état primitif et recevoir les mêmes désignations, en se rap- 
pelant toutefois que les coordonnées y sont généralement obliques. 
Nous désignerons, comme dans le numéro précédent, par m un point de 
la portion A, par m' un point de la portion B. Leur distance mutuelle 
mm' = r sera donnée par la formule (6) du n** 12, qui devient, avec 
les coordonnées que nous venons d'adopter,' 

/ ,.' — (« — a')»A»-f- ((3— P')^/i^-4-(-/ — /)'/' 

(68) I -hi(a — a')((â— P')/iA-cos^ 

-t- 2 ( (3 — P' ) ( y — / ) A- / cos (iy -f- 2 ( y — y' ) ( a — a' ) //i cos y a . 

1 1 • 
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Ceci posé, nous commencerons par sommer dey = oày = C, C étanr 
la plus grande valeur que y puisse recevoir du côté A, les composantes 
dont l'expression générale est» ainsi que nous l'avons vu au n^ 12, 
représentée par le symbole 

où Cl) est le coefficient de capacité, autrement le rapport des deux éner- 
gies des actions en raison inverse de la nf^'"^ et de la 2* puissances; 
nous sommerons ensuite ces premières sommes par rapport à ]3, de- 
puis |3 = — 5' jusqu'à |3 = -f- 5, — -ff' et -f- 5 étant les valeurs extrêmes 
que |3 peut recevoir sur un même plan a du côté A; enfin nous somme- 
rons ces secondes sommes par rapport à a depuis a= — A' jusqu'à 
a=-f-i4, — i4'et 4-^4 étant les valeurs extrêmes que a peut recevoir 
dans la portion du corps A. Évidemment cette triple sommation aura 
donné l'action totale de la portion A du corps sur la molécule m'; 
pour en déduire celle qu'exerce la portion A sur la portion B, il faudra 
successivement la sommer : i® par rapport à 7' depuis y'= — i jus- 
qu'à y'= — C\ ces quantités étant lep limites de y' dans B; 2** par 
rapport à /3' depuis (i' = — B' jusqu'à |3' = H- 5; car ici on peut suppo- 
ser les mêmes limites à A et à B; 3** par rapport à oc' depuis a'= —A' 
jusqu'à a'= -f-i4. En divisant le chiffre représentatif de celte somme 
sextuple par celui qui représente l'aire de la surface de contact, on aura 
la force élastique due à l'attraction et rapportée à ('unité de surface. 

On serait parvenu au même résultat en sommant d'abord par rapport 
à a, puis par rapport à |3, ce qui aurait donné toutes les actions exer- 
cées sur m' par l'ensemble des points matériels situés sur un même plan 
parallèle à celui des y; en faisant ensuite, par rapport à y, la somma- 
tion de cette expression, on aurait l'action totale exercée sur le point 
matériel m' par la portion A. Recommençant ensuite dans le même or- 
dre les sommations relatives à a', /3', y', on aurait l'action totale de A 
sur B; on choisira, suivant les cas, celle des deux marches qui sem- 
blera la plus commode. 

Terminons cet article par quelques éclaircissements utiles. 

Quand on considère deux planètes s'attirant mutuellement en rai- 
son inverse du carré des distances, on n'admet pas, quoique cela ait 
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lieu dans l'intérieur des corps solides, que les attraclions qu'elles exer- 
cent réciproquement Tune sur l'autre doivent se détruire» parce qu'elles 
sont égales et de sens opposé ; tout au contraire, comme leur ensemble 
forme un tout de formes variables, on démontre que leurs efforts s'ajou- 
tent pour les rapprocher, et que le mouvement relatif de l'une des pla- 
nètes par rapport à l'autre est dû à la somme de ces deux efforts, ou 
ce qui revient au même, au double de l'un d'eux. Il doit en être de 
même pour les deux portions A et B composées de points mobiles. 
L'action de B sur A doit être ajoutée a celle de B sur A et venir la 
doubler. C'est donc le double de l'action, dont nous venons d'indiquer 
le calcul, qui presse les deux portions du corps contre leur plan de sé- 
paration MM'M''. Mais, si du point M nous nous transportons en un 
point voisin M'" extérieur au plan MM'M", nous y trouvons que les deux 
nouvelles portions du corps formées par le plan de séparation M"'M'''1\P 
parallèle à MM'M" tendent à se presser contre ce plan M'" M*"" M'' avec 
une énergie et une direction très-peu différentes de la première. La 
seule différence qui puisse exister tient au passage de M en M'''. Sup- 
posons que le plan M'"M"'M'' appartienne à la partie A comme le plan 
MM'JVr, la portion A sera sollicitée par deux forces à très-peu près 
égales, tendant l'une à l'attirer vers MM'M^ l'autre à la ramener en sens 
opposé vers M'^M^'^Rr; ces deux efforts opposés se détruiront nécessai- 
rement, à part quelques variations dues aux différences de données 
entre les deux points M et M'". Pareille conséquence aurait visiblement 
lieu si le plan M'^M'^M^ appartenait à la portion B au lieu de la por- 
tion A. Et si des forces particulières appliquées en M sont capables de 
détruire cette variation d'attraction quelle que soil la direction du 
plan MM' M", il n'y aura pas de motif pour amener en M de nouveaux 
déplacements moléculaires, et il y aura équilibre. Si nous arrivons à 
démontrer que cette condition de détruire les variations d'élasticité 
dans tous les sens est remplie quand on y a satisfait sur trois plans dif- 
férents se coupant en M, et que les équations reviennent à celles que 
donnerait l'équilibre entre les attractions, nous aurons justifié la légi- 
timité de la considération de la force élastique dans l'établissement des 
équations de l'équilibre et du mouvement; mais nous ne sommes pas 
encore parvenus à entreprendre cette démonstration. 

La méthode a suivre pour établir les équations de l'équilibre et du 
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inouveinenl dans le cas des attractions consiste évidemment à calculer 
la résultante totale des attractions exercées sur M; ici les attractions 
égales et opposées se détruiseht; car ce ne sont plus deux portions 
isolées tendant à se rapprocher, mais deux points qui sont sensible- 
ment opposés deux à deux et tendent chacun à attirer à lui le même 
point M. Comme ces attractions ne sont pas tout à fait égales deux à deux a 
cause du changement apporté par les données de deux points différents, 
il restera des actions trës-petiteç par rapport aux premières qui feront 
équilibre aux forces propres de la molécule. 

Pour calculer les sommes d'attractions totales, nous considérerons un 
plan passant par le point M, un plan y par exemple, et les deux plans 7 
immédiatement voisins, l'un en dessus, l'autre en dessous. Nous dési- 
gnerons par A la portion du corps qui est limitée par le plan 7 supé- 
rieur, et par B la portion du corps qui est limitée par le plan 7 infé- 
rieur. Nous calculerons, comme nous l'avons déjà indiqué, l'attraction 
exercée par A et par B sur M. Ensuite nous partagerons le plan 7 sur 
lequel M est situé, en une ligne a passant parce point et deux portions 
limitées, l'une par la ligne a située a droite de M, et l'autre par la ligne &, 
située à gauche; nous calculerons les .attractions de ces deux parties 
que nous ajouterons aux attractions déjà calculées; enfin nous y ajou- 
terons également les attractions des deux portions de la droite a situées 
en dehors de M. Évidemment ces sommes premières se détruiront pour 
la majeure partie; il faudra recourir à leurs différences, qui sont visi- 
blement indépendantes des plans avec lesquels on a partagé le corps. 

• 

{îj \. — Evaluation de §-;:zî' — Défaut des approximations 

admises y et, en particulier y de la série d' Euler pour les som- 
mations . 

31. Nous allons aborder le calcul de S "^;r". ^^ ^^ § "^, 1 qui 

nous est nécessaire, ainsi que nous l'avons vu précédemment, pour 
arrivera la connaissance d'une force élastique due à une attraction. La 
science ne donne pas de formules finies appropriées à la solution de 
cette question; elle ne fournit qu'un développement en série du à 
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Euler, et que Poisson a cru pouvoir employer dans quelques-uns de ses 
travaux, notamment dans son Mémoire inséré au XX^ cahier du Journal 
de r École Polytechnique, Ailleurs, il reconnaît le défaut de convergence 
de cette série pour les sommes de/(r) qui varient très-rapidement 
{voyez le Mémoire sur r équilibre et le mouvement des corps élastiques, lu 
à l'Académie le i4 avril 1828, p. 43), et enfin, avec la plupart des 

géomètres, il a assimilé la valeur de § — dans le cas de la matière dis- 
continue à ce qu'elle est dans la matière continue; c'est aussi à ce ré- 
sultat que conduit la formule d'Euler appliquée telle quelle, ainsi que 
l'ont fait Poisson et les autres géomètres. Mais les raisonnements em- 
ployés pour justifier l'assimilation des deux natures de formules la con- 
damnent dans le cas des distances moléculaires, c'est-à-dire dans l'étude 
des phénomènes moléculaires; la formule d'Euler, de son côté, ne 
donne plus alors de résultats exacts et tombe en défaut. Ce sont là 
deux points importants qu'il nous faut établir préalablement à toute 
nouvelle recherche. Commençons par l'examen des raisonnements con- 
sacrés à justifier l'assimilation des résultats obtenus pour la matière 
continue avec ceux que doit fournir la matière discontinue. Nous pren- 
drons ces raisonnements dans le Traité de Mécanique de Poisson 
(2* édit., t. I*% p. 175 et suiv.), parce qu'ils y sont développés avec 
beaucoup de soin et appliqués précisément aux formules de Taltrac- 
tion; les voici : 

« Il est évident... que la division de la masse en éléments fntini- 
ment petits, et la supposition d'une densité de chaque élément, qui ne 
varie pas dans les corps homogènes, ou qui varie par degrés insensi- 
bles dans les corps hétérogènes, ne conviennent pas aux corps natu- 
rels; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse faire usage des formules 
fondées sur cette considération, et qu'elles ne soient encore applica- 
bles lorsque les corps ont été divisés en parties de grandeur finie, mais 
tout à fait insensibles. 

> En effet, les molécules sont si petites et si rapprochées les unes 
des autres, qu'une partie de la masse d'un corps qui en renferme des 
nombres immenses, peut encore être supposée extrêmement petite, et 
son volume regardé comme insensible. Soit v le volume d'une sembla- 
ble partie, d'une grandeur insensible, et qui contient néanmoins des 
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myriades de molécules; soit aussi m la somme de leurs masses, et dé- 
signons par m un des points de i^, qui sera, si Ton veut, son centre de 
gravité. Si nous faisons 



m 



ce rapport/? exprimera réellement la densité du corps au point M, 
quelles que soient d'ailleurs les masses des molécules, et leur distribu* 
tion régulière ou irrégulière dans l'étendue de v. De même, en dési- 
gnant par n le nombre de molécules que v renferme, et faisant 



n 



cette ligne £, de grandeur insensible, pourra être appelée Vinteivalle 

moyen des molécules qui répond au point M et a la densité p 

> Cela posé, si Ton veut connaître la masse d'un corps, ou plus gé- 
néralement la somme des parties extrêmement petites de cette masse, 
multipliées chacune par une fonction U des coordonnées de l'un de ses 
points M, on divisera le volume V de ce corps en parties extrêmement 
petites V, puis on fera la somme de tous les produits \}pv que j'indique- 
rai par 



1 

et qui devra s'étendre à toutes les parties v de V. D'après le théorème 
du n^ 13 (que la somme des valeurs d'une différentielle ou la variable 
croit par degrés insensibles est égale à l'intégrale définie de cette dif- 
férentielle), si les termes de cette somme étaient infmiment petits, et 
que leur nombre fût infini, la valeur serait rigoureusement égale à l'in- 
tégrale définie 

fuprfi', 

étendue au volume entier V, dont cft' est l'élément différentiel. Or on con- 
çoit qu'en général la différence entre cette somme et cette intégrale dimi- 
nuera de plus en plus, à mesure que les parties de la première deviendront 
plus petites, et que leur nombre sera plus grand, de telle sorte que la 
grandeur de ç étant insensible, mais toujours distincte de dv^ on pourra 
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néanmoins prendre, sans erreur appréciable, l'intégrale à la place de 
la somme. Il y a cependant une exception à ce principe général : c'est 
lorsque U est du genre des fonctions qui varient très-rapidement^ et qiCen 
même temps cette quantité change de signe dans V intégration ; ce qui ar- 
rive effectivement dans le calcul des forces provenant de l'attraction 
moléculaire et de la répulsion calorifique, qui ne sont sensibles qu'à des 
distances insensibles. Mais il nous suffit, quant à présent, d'observer que 
cette exception na aucun rapport avec les formules... relatives... aux 
attractions en raison inverse du carré des distances^ et qu'on peut con- 
séquemment les appliquer aux corps naturels formés de molécules dis- 
jointes. » 

Nous avons, dans l'extrait de Poisson, souligné les assertions qui 
deviennent contradictoires quand on envisage les attractions qui s'exer- 
cent dans des intervalles comparables aux distances moléculaires. Il est 
inexact, en effet, d'avancer que l'exception motivée sur la variation 
rapide de U n'a aucun rapport avec les formules relatives aux attrac- 
tions en raison inverse du carré des distances, et à fortiori à' \xvi% puis- 
sance plus grande, dès qu'il s'agit d'un point intérieur; en effet, pour 
l'attraction en raison inverse du carré de la distance, si nous cherchons 
la composante totale, parallèlement a l'axe des x, de l'attraction exer* 
cée sur un point intérieur, nous trouvons 



X — x' 



Uzr: 

Or nous avons 

et si nous supposons 



sl(y — X'Y -f- (z — z'Y = o",oooooi, 

distance au moins aussi grande que beaucoup de distances moléculai- 
res, nous voyons que, dans le très-court intervalle dea: — x'= — o™,ooo i 
k X — a/ = -h- o", oooi , U varie, en nombres ronds, de — loooooooo 
à -f- loooooooo en passant par zéro. Il est donc impossible de ne pas 
voir en ceci une variation très-rapide des grandeurs de U et un change- 
ment de signe. Donc, bien loin de justifier l'emploi des formules de la 
matière continue pour les attractions intérieures d'un corps en raison 

12 
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inverse du carré de la distance^ et à fortiori àe puissances plus grandes, 
le raisonnement de Poisson montre que cet emploi est défectueux ou 
peut Tétre pour la gravitation universelle. 

32. Passons maintenant à la série d'Euler, et démontrons qu'elle 
tombe en défaut quand le point attiré est très-rapproché d'une partie 
des points du corps attirant, ce qui arrive toujours quand on considère 
les actions moléculaires. Toutefois il est très-facile d'en déduire une 
antre série convergente exprimant la différence entre la série ordinaire 
et la réalité, et c'est cette dernière, malheureusement prolixe en géné- 
ral, qui nous sera la plus utile. Commençons par exposer brièvement 
ce qu'est la série d'Euler. 

Soit u une fonction de x et d'une constante A, qui peut ne pas figurer 
explicitement dans u. Si l'on désigne, conformément à l'usage le plus 

répandu, par \ <^ 1^ fonction de â? et de A qui croit de u, tandis que x 

croit de A, on aura la relation 

\ U^=-r I Udx M H -, T— - 

^ I iad '^ J 21 17, dx "720 dx^ 

(6q) { 
^ ^ A* d'u A' d'u h' d'u 



3o24o dx'' 1209600 dx'' 47 9^^'^^ ^^ 



* • . 



(]ette formule comporte une constante arbitraire que nous n'y avons 
pas fait figurer, parce qu'elle se confond avec celle de l'intégrale indé- 
finie I udx. On sait d'ailleurs que > u est la somme des valeurs consé- 
cutives que prend la fonction u quand on y fait successivement x = a^ 
x = a-i- h^ a; = a H- 2A, . . . , a? = a 4- (n — i) A, n représentant le 
nombre de fois que A est contenu dans x — a. Si donc on veut la 

somme §m de toutes ces valeurs, u compris, il faudra ajouter u à\ m» 

et l'on aura la nouvelle relation [voyez Lacroix, Traité de calcul diffé- 
rentiel et intégralf t. III) 

/ ^ _ I r , i_ h du h^ d^u 

\ ^ Il } 2 m dx 720 dx^ 

' ' i A» d^u A' rf'M A" d'u 

f -f. — -|_ . — 

1 80240 dx^ 1209600 dx"* 47900160 dx^ 
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Veut-on en déduire l'expression de § ^ dans toute l'étendue d'un 

corps par rapport à un point extérieur m? Il n'y a qu'à suivre l'une des 
marches indiquées dans le n® 30 pour obtenir l'attraction totale 
exercée sur le point extérieur m' par la portion A du corps. Choisis- 
sons d'abord la seconde méthode, et calculons §-^r; pour tous les 
points situés sur une même ligne a, en employant a cet effet la for- 
mule (70); il suffira de remplacer dans cette dernière u par -^t^î' 

dx par dahf et de retrancher la valeur que prend le second membre 
quand on y fait a= — A' de la valeur qu'il prend quand on y fait 
u = -hA; soit P cette somme; une nouvelle application de la for- 
mule (70), dans laquelle u et A seront remplacés par P Gtk.dx par ^|3^, 

nous donnera la somme de toutes les quantités -^rr pour une surface 7 

quelconque, pourvu qu'on l'ait prise entre les limites — 5' et -+-5; 
soit Q cette somme; mettons Q, /et dyl aux places respectives de u, 
h et dx d^ns la formule (70), et prenons-la entre les limilesy=o 
et 7= -hC; nous aurons la somme totale des actions exercées par A 
sur le point m'. Il suit de cette marche que, si les limites a = — A\ 
a =A; p= — B\ /3=fi; 7 = 0, 7 = C sont éloignées des valeurs du 
point m', les termes du deuxième membre, a partir du second, auront 

leurs coefficients -a, — -j-» — -j-t»-* unis, et même généralement 

a 12 ax 720 ax^ ^ 

décroissants; ils seront donc chacun d'un ordre inférieur par rapport 
au précédent, puisqu'ils contiendront h à une puissance de une ou deux 
unités plus forte que dans le terme précédent. Nous pouvons donc, 
sans erreur sensible, les négliger tous par rapport au premier, et notre 
calcul nous aura conduits, en dernière analyse, à la formule sui- 
vante : 

QQo J_^^ r^^ Ç^ r^ dahdQkdyl 

Multiplions les deux membres par la masse ix = phkl9 qui, étant con- 
stante, peut entrer sous les signes sommatoires; remplaçons ensuite, 
dans le second membre, p par sa valeur (65) et appliquons la rela- 

12. 
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tion (66) et la relation (67); nous trouverons 



(..) sss^.f:j_x, 



^ Tdxdydz 



,n— I 



— a', a, — b',b, — c', c étant les limites d'intégration du corps par 
rapport aux x,y, z, ce qui est la formule donnée par l'hypothèse de la 
matière continue. 

L'emploi de la formule d'Euler nous conduit donc identiquement, et 
même sans réserves, au même résultat que le raisonnement de Poisson, 
c'est-à-dire à admettre l'identité, à des quantités insensibles près, des 
formules déduites de l'hypothèse de la continuité avec celles que don- 
nerait le fait de la discontinuité. C'est une vérification merveilleuse à 
première vue; mais au fond elle n'est qu'illusion dans le cas des dis- 
tances moléculaires, car la formule d'Euler tombe en défaut toutes les 
fois que la distance du point attiré au corps attirant ne dépasse pas 
dans une proportion très-notable les intervalles des points matériels 
qui composent ce dernier. Nous allons le démontrer. 

33. Nous savons que, dans le voisinage du point attiré, on peut rem- 
placer, sans erreur sensible, les courbes a par des droites. Considérons- 
les donc comme telles, et abaissons du point attiré M une perpendicu- 
laire à une de ces droites que nous supposerons très-rapprochée de M 
dans le voisinage du pied P de la perpendiculaire, mais non à ses ex- 
trémités; appelons enfin R la longueur MP. Soient ^h la distance du 
pied P de la perpendiculaire au premier point matériel voisin du côté 
où les a croissent, X la valeur de a en P; A sera entier si P est un 
point matériel, et alors Ç = i ; il sera nécessairement fractionnaire 
dans le cas contraire, et alors ^<i. La distance rdu point IVl à un 
point M' quelconque de la droite a sera donnée par la relation 

(72) r' = K' -h {a — xy h'. 

Or, au lieu d'appliquer la formule (70) de a = — ^ à a = i4', appli- 
quons-la de a =: — A à a = *l»-i-Ç, etdea = ai>-hÇ à ct=A'; il est visible 

que la somme des valeurs -;^^ correspondant à la ligne totale se com* 
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posera de ces deux sommes partielles, dans la dernière desquelles on 

supposera S-^^z-, nulle à l'origine a = A-i-Ç, puisque la valeur corres- 
pondante de -;;^^ est comprise dans la première des deux sommes par- 
tielles. Mais alors chacune des dérivées partielles correspondant à la 
limite a = A4-Ç cesse d'être une petite quantité quand R^'-f-S^A^ 
est < I ; elle devient très-grande, au contraire, quand R^-h Ç^A^ dimi- 
nue; elle est énorme quand VR^-+-Ç^^* approche de Tordre A, et il 
n'est plus permis d'en négliger le produit par une puissance de h. il y 
a plus : la série deviendra généralement divergente en ce cas, parce 
que les coefficients de la série d'Euler n'ont pas une décroissance de 

plus en plus grande. Cherchons, en effet, les dérivées successives de -;;;3; : 
nous trouverons 

\r"-7 _ r/r-"-»-' _ (n — i)x 
dah ~~ dx ~~ r^* 

dx^ |.»-*-» piH-i 

d'r-^' ___ _ [i-f-2-f-2(i-f-2^-3)](/i— i)(n-hi)(/i-r-3)3: 
dx' "" r"-»-* 

(i-4- 2 -^- 3-^4)(/i — i)(n 4-i)(/i^-3 )( n-4-5) j:^ 
(n — i)(n-f- i)(n -t- 3)(/i-h5)(/n- 7):r* 

"~ pn+9 ' 

jH-2H-2(H-2 4-3)-4-2[l4-2H-2(l-f-2-l-3)-^3(H-2 "4- 3— 4)] {/ 

^ ,^n-M ^ 1 X (/i — i)(n-hi)(n-f-3)(/t -t-5)^ ^ i 

dx' "" /"•■»■' 

t[i-h 2-f-2(i-f-2-t-3)-f-3(i-t-2-f 3-h4)4-4(i-+-î»-+-3-^4-^5}]j! 
_ ) X(w — i)(n 4-i)(n-f- 3)(/i -4- 5)(ai H- '])x' \ 

pn+9 

(i-4-2-h3-^-4-f-5-h6)(/i — i)(/n-i)(/i4-3)(/n-5)(w-+-7)(/i-h9)x* 



(n — i){n-¥- i)(yi -4-3 )(/i -4- 5) (n -h 7){n -hgji/i -+- 1 i)x' 



^«•♦••j 
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Notre but étant uniquement de prouver la possibilité de la diver- 

gence de la série (70), considérons le cas où le rapport -est très-petit 

sans être nul; alors la valeur des dérivées précédentes se réduit sensi- 
blement au premier terme du second membre, et Ton voit qu'elles 

croissent alors dans une proportion bien plus rapide que - — ^ — --> c'est- 
à-dire que, pour déduire le premier terme du développement de 

de celui de 

il faut multiplier la dernière quantité par un facteur plus grand que 
^i^,— • D'un autre côté, le rapport de deux coefficients numériques 

de la série (70) s'approche rapidement de ^-5 qu'il ne dépasse pas 
[voyez Lfgendre, Traité des Fonctions elliptiques^ t. II, p. 570); donc, 
quand -est très-petit, sans être nul, les termes successifsdela série(7o) 
approchent rapidement d*étre chacun le produit du précédent par une 
quantité >7-^ L^__l/. Dans cette quantité, le facteur . ^ , est con- 
stant, et de plus très-appréciable quand h n'est pas négligeable par 
rapport à r; mais i{n'4-i) croit au delà de toute limite, Donc, passé un 
certain terme de la série {70), lequel variera suivant les grandeurs 
respectives de 00 et de r, chaque terme sera plus grand que le précé- 
dent, et l'expression de la série qu'on en déduira pour a = -X -+- ^ sera 
divergente. 

Si nous avions ? = o, les dérivées successives — 1 — » — , , »• •• » 

seraient nulles, puisqu'elles sont toutes multiples de Ç, et la série (70) 
se réduirait à ses deux premiers termes : ce qu'on sait être un cas où 
la série d'Euler tombe en défaut [voyez le tome II déjà cité du Traité 
des Fonctions elliptiques). 

Ainsi, que x = ^h soit nul, ou qu'il soit très-petit par rapport à r, 
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si - n'est pas une quantité excessivement petite, la série ( 70) sera tou- 
jours en défaut pour x-= {x-^ ^)h, et les deux sommes partielles en 
lesquelles nous avons partagé § -^^, contiendront chacune une série 

de termes divergents. On ne peut donc alors rien conclure de leurs 
sommes, quoique les termes divergents s'y détruisent {voyez le Traité 
de Calcul différentiel^ de M. Bertrand, p. 2;^o), c'est-à-dire de la série (70) 
appliquée dans toute l'étendue de la droite a entre les limites ~ A 
et -l-i4'; les géomètres sont tous aujourd'hui d'accord sur ce point 
qu'on ne peut tirer aucune conclusion sérieuse de suites divergentes. 

Ainsi, la formule (70) est inapplicable au cas où - est > i ou pas beau- 
coup plus petit que 1 dans une portion de la droite ce située entre les 
deux limites entre lesquelles on considère cette droite. Ce cas arrive 
nécessairement pour les points situés dans l'intérieur d'un corps ; donc, 
ainsi que nous Tavions annoncé, la série d'Ëuler tombe en défaut 
quand il s'agit de l'appliquer aux actions moléculaires. 

Comme i(/n-i) croît au delà de toute limite, il arrive toujours un 

terme où j-i ' ^ ^ est > i, quel que puisse être -; par conséquent, 
la formule (70) appliquée au développement de § -;^^ arrive toujours 



à être divergente à partir d'un certain terme quand — est négligeable. 



r 

? 

Mais évidemment ce fait se produira d'autant plus tard, que- sera plus 

petit, et l'on aura une série demi-convergente capable de donner une 
approximation d'autant plus grande, que rsera plus grand. 

34. Nous trouvons là un procédé qui nows permet de substituer à la 
formule (70), quand elle tombe en défaut, des expressions de même 
nature, mais toujours suffisamment convergentes et pratiques. En eft'et, 
mettons à part un, deux, ou un plus grand nombre de points de 
chaque côté du pied P de la perpendiculaire; calculons directement 

pour eux les valeurs de -^/. calculons également, par la formule (70), 
les sommes des valeurs de -i^^ pour les points situés à droite et à 
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gauche, ce qui pourra se faire avec d'autant plus d'exactitude qu'où 
aura séparé plus de points, et faisons la somme de toutes ces quantités 
partielles; nous aurons la somme cherchée. C'est ce qu'il s'agit d'écrire 
en formules. 

Séparons seulement un point de chaque côté du pied P de la perpendi- 
culaire: désignons respectivement par i4, ..l'-f-Ç— 2, <.i,-+-| — i, ^i^-f-l, 

ei. 4-Ç-f-i, A' les valeurs de a correspondant à une extrémité de la 
droite a. (celle des a décroissants), aux deux points du même côté les 
plus voisins du pied P de la perpendiculaire, aux deux points consécu- 
tifs de l'autre côté, et a l'extrémité du côté où les a croissent; appelons 
r', r", r"\ r'"", f ^ r^" les rayons correspondant respectivement aux 
mêmes points; désignons encore, pour abréger, par 



s 



''■(,-7^) '/'(p^,) '/'■(t^ 



doLh doLh doLh 






ce que devient 



^.) 



doLh 



quand on y remplace les éléments généraux par les éléments particu- 
liers répondant respectivement a r\ r% r"\, . . ; l'application de la for- 
mule (70) aux valeurs de -^^ depuis a = yl jusqu'à a = oi> -h § — 2 

donnera, en observant que, pour l'extrémité gauche où a =^, on a 

S__L ^ ' 

^ çX-^l-^ c/gA I I h I dr**""^' dr'-^^^'X 

h Ja '"•"' ^ 2 r'—' "^ 2 r"'^-' "^ Tî \ dah doch ) 

~^\d^' d^)'^^''^^^\~dT^' d^t'' 

Les deux points considérés isolément donneront 



«*'»—• «IV/I— I ' 
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et enfiD la dernière portion de la droite fournira, par l'application de 
la formule (70) et la considération qu'au point a = cl, -+- 1 — 1 
la somme des termes de cette dernière série se réduit au terme 



unique j:^,^ 



Observons aussi qu'on a 



r-^-'-^f rfa/i r^' ^_ r^VoA _ r^^-^^-^' dah 



et que chacune des intégrales des deux membres est déterminée; car 
la dérivée n'y passe point par l'infini entre les limites de l'intégration, 
quoique y devenant incontestablement très-grande ; nous aurons, en 
ajoutant toutes les quantités partielles obtenues ci-dessus, 

^' dah I r^^'^^-^'dah 






A '" '^JX-^K-'i ^ 



I III 

H- 1 1 h 



(73) 



A /rfr*'-*^' dr-"^' dr''-"'*'' dr'-""*-'\ 
12 \ </aA «/«A rfaA c/aA / 

A* /rf*r"-**' rf»^»-i»+i rfir"-*^' d^r'-'*^ 



3o24o\^ rf«A' rfaA* rfaA* ^aA 



1209600^ ^^^' ^^^' ^^' ^^' 

i3 



«A / 



• ••• 



(9») 
Posons, pour abréger, 

~ hj^ I"-' "^ a r""-' "^ 2r'— ' "*" Ta \ dxh dcxh ) 



(74 /;/.$)( 



> ^A-t-J-f-i ^^^ I I I I 

I «^ - v> -f- ^ — 1 

h f dr"—*' dr'-'+' \ h' / rf'r— -►' rf'r'-^'N 






^~ • • • 5 



nous aurons 

(75) S^,=L + M. 

L est évidemment l'expression (70) appliquée a la manière ordinaire; 
M en est la correction. On continuerait les sommations de la sorte, et 
nous y reviendrons plus tard; mais nous les laisserons momentané- 
ment de côté, et nous exposerons une série de calculs numériques des- 
tinés à faire bien comprendre le cas où cette correction devient néces- 
saire et à éclairer sur la grandeur qu'elle peut atteindre. 

35. Nous supposerons, dans ce qui va suivre, deux cents points 
placés en ligne droite, à une distance constante h l'un de l'autre; entre 
le centième et le cent unième, prenons un point P et élevons-y une per- 
pendiculaire à la droite dont il s'agit; sur cette perpendiculaire, pre- 
nons un point extérieur M, et désignons par ph la longueur MP, par Bh 
la distance du point P au cent unième point. Dans ces conditions, j'ai 

calculé directement, à quatre décimales, les valeurs de - pour deux cents 

points, dans diverses hypothèses sur les valeurs de | et de/?, en suppo- 
sant A = I , puis j'en ai fait les sommes. J'ai calculé en même temps les 
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valeurs de §- en les supposant successivement: i^ égales à L, comme 

on ferait si on ne corrigeait par la formule d'Euler; :2^ égales à L + M, 
comme cela doit être réellement. J'ai réuni ces résultats dans un tableau 
synoptique qui montre combien l'on s'écarte quelquefois de la vérité en 
appliquant telle quelle la formule d'Euler, qui correspond à l'assimilation 
des résultats de la matière continue à ceux de la matière discontinue; 
combien, par conséquent, cette assimilation peut entraîner d'erreurs 
en fait d'actions moléculaires; car, lorsque h est très-petit, M s'annule 
pour des distances sensibles. Les formules admises ne pèchent donc 
que dans leur application aux faits intérieurs. 

Voici les données de la question pour la file de deux cents points : 

/7=r2, y/==:— lOO -f- $, X=0, -^' = 99-^5, MP=:p, /|— i; 

,,.0^ ^2 ^. p,^ ^., ^ ( , ^ ^y ^ p,^ r-»= (99 -+- lY ^ />%• 

dr __a d^r_^p' d^r __ Zp^a ^''^ _ __ ^jf^ i5/>'a' 
da r da^ /•' </«•* r* dcO^ r^ r' 

d^r ^Sp^a. loSo'a' 
£/a* r" r* 

f/r-' a r/*r~' op'a— -6a^ rf*r~' — 2x5 p* a -4- 600 p- a'—- 120 a* 

dct r' da' r' da' r" ' 



Ci-'- 



[99 + g + v^(99-4-g)'-i-/>'j [100 -g -4- v^(ioo-^ )' + ;>'] 
•-<-? rf« , fa-g-i- v/(2-g)'-t-;>'] [i-t-g-i-v'(i 4- £)'-»-/>' 



On en tire 

L = log I 1^99 "^ ^ "^ ^<"99 -^- g)' -*- P'] ['O" - ^ + v'( 'o° - U^'^ J I 

I r ■ I ) 

^ \[{too - ir + p'Y [(99+?)' + /'']') 

' ( 100 -g j. ___29±i— _- 1 

'^|[(.oo-0' + />']^ [(99+?)*-^^']') 
_^ _i_ i a(ioo-g)'-3A)'(ioo-g ) ^ 2l99+gr-3/>';99-rg) j _^^ . 

*^°j [(,00- ?)' + /,«]' [(99 + $)' + />']• 1 

i3. 



M=-log [1 



( 'oo ) 



+ - 






/»' 



1 

12 






1(1+5)' + ;'']' 



j_ I 8 (2 - Ç)» - 4op'( ^--S)'+ l5/>'(2-$) 
20 16 



1 1 



_^ _ 4-.... 

Il n'y a pas lieu de pousser le calcul de ces formules au delà de | = o, 5o, 
parce que évidemment, à cause de la symétrie qui existe dans les va- 
leurs de M et de § -^^^i elles seront les mêmes pour Ç 4- o,5o -h s que 

pour § — o,5o — s. Ceci posé, le résultat de mes calculs est consigné 
dans le tableau suivant. 

Tableau des valeurs de ^- pour une file de deux cents points. 




Les très-légères différences que ce tableau présente entre les nombres 
provenant du calcul direct et ceux provenant des formules complètes 
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tiennent : les unes, au peu de convergence des formules pour/> = o,o5 
et I très-petit: les autres, sans doute, aux forts centièmes de l'approxi- 
mation à laquelle je me suis arrêté; car je n*ai pas réussi à les faire dis- 
paraître en répétant et vérifiant mes calculs à diverses reprises. J*ai 
mieux aimé les laisser subsister que choisir au hasard entre deux 
chiffres; elles témoigneront de la loyauté des résultats. 

Il suffit de jeter les yeux sur ce tableau pour voir combien la valeur 
de L s'écarte de la réalité dont elle n'approche qu'en un point variable 
avec/i, et compris entre ^ = o,i 5 et Ç = o, 25. Elle n'a pas toutefois la 
constance par rapport à ^ que le tableau semble indiquer ; c'est une appa- 
rence due au petit nombre de décimales qui y sont conservées; seule- 
ment, la légère variation de L qu'on trouve en faisant entrer en ligne 
de compte les décimales négligées est précisément en sens contraire de 

celle qu'éprouve la véritable valeur de § -• C'est ce que montre sura- 
bondamment le tableau suivant. 



Tableau des valeurs de L calculées à sept décimales. 



Valeurs 
de p. 



o,o5 

O, 10 

o, i5 
o,2o 



VALEURS DE L POUR 



Ç= o,o. 



16,5880826 
15,2017888 

1 4 , 3908 58o 
13,8154939 



Ç = 0,1. 



16,5880916 
15,2017973 
1 4 , 3908 670 
1 3 , 8 i 55 029 



Ç =r 0,2. 



16,5880986 
1 5, 201 8 042 
14,3908740 
i3,8i55o99 



Ç = 0,3. 



i6,588i 037 
15,2018093 
1 4 , 3908 790 
i3,8i55 169 



Ç = 0,4. 



i6,588i 066 
i5,2oi8 122 
14,3908820 
i3,8i55 199 



5 = 0,5. 



i6,588i 086 
1 5, 201 8 i3i 
14,3908 83o 
1 3 , 8 1 55 209 



36. H est intéressant de se rendre compte de la rapidité avec laquelle 
la valeur de M décroit quand p augmente. A cet effet, j'ai calculé, pour 
les valeurs de ^ considérées ci-dessus, les valeurs de M répondant à dts 
valeurs àep de plus en plus grandes, et je les ai consignées dans le 
premier des tableaux suivants. Il montre que les cinq premières déci- 
males de M sont déjà nulles quand p=\o : ce qui, en fait d'intervalles 
moléculaires, est encore une distance extrêmement petite et même in- 
sensible. Au delà, on peut se contenter de l'expression de L pour cal- 



culer § -9 à moins qu'on ne veuille un plus grand nombre de déci- 
males. 

A la suite du tableau des valeurs de M pour § -9 j'en donne d'autres 

contenant les valeurs de M pour § ^ et S — » afin de montrer la mar- 

cbe que suit M quand n augmente. Les données de la question, c'est-à- 
dire /? et S, ont la même signification dans les trois tableaux. Quant aux 
formules qui donnent M dans le second et dans le troisième tableau, 
elles se déduisent de l'équation (74 bis)^ en y faisant successivement 
/i = 3 et n = 4f et en y substituant les données du numéro précédent; 
elles sont 

Pour S 7.' 

I I I ( 2 — I I -4-ï 



_ _î_ I (2- g)'-/>Ha-g) (i + lY-p^i^l) 
3o/i'| [(a_$)»^-;,.]. [(, + iy + p^Y 

I < 3(2-g)>-io;>'(2-g)'+3/>'(2-gj 

' 126/»' ( f(2 — Ç)* +/>']* 

3(I-Hg f -■Op'(l 4-g)^+ 3^^ 4j ) 
[(« + ?> + />']• 

Pou'Si' 



M = --i.i 



3-2 2-i-ï 



''''''([(3-?)'+/»']' [{2 + 5)' + />']M 



I I I 

ï + ; H i 

h'(V-^P')' A'[('-^Ç)'-t-/'']' 2A»|_(2 + $)'+/>']' 

I ( Z-l 2H-H 



4/''irr.._ 



[(3 -?r + /»•!' [(1 + iY^p^] 
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( 3/>'(3-g)-4(3-g)' _^ 3/> '(2 + g)-4(a + g)' I 
Ç)-ao;»'(3-Ç)' + 8(3-Ç)' 



'( [(3- 



* 



96 /l>] 



I 3 



K3--er4./i'] 



Ceci posé, voici les tableaux des valeurs calculées : 

Tableau de la décroissance des valeurs de M pour jft - 



Valeurs 
de p, 

0,1. 
0,2 
0,5 
1,0 
10,0 






VALEURS DE M POUR 






Ç — 0,0. 


Ç = 0,1. 


Ç= 0,2. 


Ç-0,3. 


? = o,4. 


^ -0,5. 

—2,14607 
—0,98061 
—0,11448 
— o,oo368 
0,00000 


-H5,i5258 
4-i,5o336 
4-0, I2i53 
4-0,00372 
0,00000 


4-2,24705 
4-0,99603 
4-0,09648 
-+-0,00294 
0,00000 


—0,27945 
4-0,12770 
4-0,03349 
4-0,00033 
0,00000 


— 1, 45860 

-o,5i483 

—0,03933 

— o,ooii5 

0,00000 


— 1,99080 
-0,86932 
—0,09431 

— , 00298 
0,00000 



Rappelons-nous que, pour h différent de Tunité, M est en réalité 
égal au produit de l'un des nombres inscrits sur le tableau multiplié 

pari. 

Tableau de la décroissance des valeurs de M pour G — • 



Valeurs 




de p. 






ç — 0,0. 


0,1 


4-103,279 


0,2 


-h 28,255 


0,5 


4- 6,85o 


1,0 


4- 3,i54 


5,0 


0,000 



VALEURS 1>E M POUR 



Ç - 0,1. 


Ç = 0,2. 


Ç = 0,3. 


ç = 0,4. 


-h 53,338 
4- 23,269 
4- 6,730 
-h 3,i5i 
0,000 


-h 23,539 
4- i5,95i 
4- 6,43i 
4- 3,145 
0,000 


-h 13,924 

4- 11.486 

h 6,097 

4- 3,i38 

0,000 


4- 10,465 
4- 9,364 
4- 5,852 
-h 3,i32 
0,000 



j: - 

•> — 


= 0,5. 


4- 


9,558 


}■ 


8,748 


4- 


5,763 


-h 


3.i3o 




0,000 



( ïo4 ) 

Les (juantités numériques de ce tableau devront être multipliées 

par T-, pour donner la valeur réelle de M, quand h diffère de l'unité. 

Elles sont toutes positives et décroissent moins rapidement que dans le 
tableau suivant» ce qui semble indiquer une différence profonde entre 
ce qui se passe pour les exposants pairs et ce qui se passe pour les 
exposants impairs. 

Tableau de la décroissance des valeurs de M pour C — . 



Valcui*s 
de p. 



O. I 
0,5 
1,0 
5,0 
10,0 



VALEURS DE M POUR 



ç = 0,0. 




-h8o'2 , 3735 4- 1 56 , 2778 I — 1 07 , 6552 
4- 1,799^1 -H 1,4078,-1- 0,3690 
-h 0,02481-1- 0,0201 -4- 0,0076 
4- 0,0000 ! -- 0,0001 — 0,0001 

I 

o , 0000 : o ; 0000 o , 0000 




i64',653o 

0,6654 
0,0077 
0,0001 
0,0000 



180,4481 

1,3471 
0,0201 

0,0001 

0,0000 



5 -- 0,5. 



I 84 , 0897 
I ,6104 
0,0248 
0,0001 
0,0000 



Quand h diffère de l'unité, ces quantités devront être multipliées 
par ^ pour donner la véritable valeur de M relative à § -îj- Les for- 
mules relatives à §-; étaient peu convergentes, et celles relatives 

à § -^ l'eussent été moins encore si je m'étais toujours contenté de sé- 
parer deux points; j'en ai mis quatre à part, ce qui m'a permis de cal- 
culer quatre décimales avec une approximation suffisante. 

37. Les tableaux ci-dessus montrent que les différences entre les 

valeurs réelles de § -;^^ et les valeurs qu'en donne la formule d'Ëuler, 

appliquée à la manière ordinaire, croissent généralement avec n quand 
h est égal à l'unité: elles décroissent quand h croit tandis que n reste 
le même; elles croissent au contraire à mesure que A décroit. Elles 
sont énormes quand h devient comparable aux distances moléculaires, 
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c*est-à-dire à peu près le millionième du mètre ou moius. Ainsi, on 
trouvera les valeurs absolues suivantes de M, s\h = jo et p = i : 

Pour /i = 2, Ç = o, M = 0,000 372; 5 = 0,5, M =—0,000 368; 
/i = 3, » o,o3i 54; » -f-o,o3i3o; 

n = 4> ^ 0,0000248; » — 0,0000248; 

Si, au contraire, nous supposons h= 0,000001 et p = h (1,0 du 
tableau), nous avons : 

Pour /ï=2, ih = o, M= 3720; Ç/i = o,ooooo5, M = — 368o; 

/z = 3f » 3 1 54 000 000 000 ; » 3 1 3o 000 000 000 ; 

/z = 4) » 24 800 000 000 000 000 ; » — 24 800 000 000 000 000 . 

De pareils résultats ne permettent pas de croire insignifiantes les 
corrections de la formule d^ËuIer quand on l'applique aux attractions 
qui ont lieu aux distances moléculaires, et, par conséquent, de soute- 
nir la possibilité de l'assimilation des formules de la matière continue 
à celles de la matière discontinue; elles n'ont en réalité aucun rapport. 

Les considérations suivantes rendent aisément compte de la marche 
que suivent les valeurs de M. 

Qu'on applique la formule d'Ëuler successivement à deux, a quatre, 
à six, etc., points, sans se préoccuper d'aucune correction, on aura 
successivement les valeurs de L pour deux, quatre, six, etc., points. 
Que l'on calcule M entre ces mêmes limites, et qu'on ajoute respecti- 
vement les valeurs de L et de M répondant aux mêmes nombres de 
points, on devra évidemment obtenir successivement les valeurs exactes 

de § -^ pour deux, quatre, six, etc., points, du moins entre les limites 

de convergence des séries, ou entièrement, si ces séries étaient con- 
vergentes. Or, il est facile de voir que, les limites de L et de M étant 
ici les mêmes, tous les termes des deux développements sont, à l'excep- 
tion des termes —^ et -^^ égaux et de signes contraires; ils se dé- 

truisent donc, tandis que les derniers s'ajoutent; en conséquence L + M 
se réduit h la somme réelle qu'on a cherché à évaluer au moyen des 
deux séries. Mais nous avons démontré que, près du pied de la perpen- 
diculaire, L n'était pas en général convergent ou n*avait qu'une demi- 

14 
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convergence; donc l'autre ne l'est pas. D'ailleurs si M était convergent, 
on arriverait à ce résultat paradoxal et nécessaire que la cause de l'er- 
reur git seulement dans les deux premiers points et non dans les autres; 
que cette erreur est la même pour quatre, pour six, etc., points que 
pour deux; et que la même série M donne la même valeur pour une 
suite indéfinie de valeurs de la variable. L'analyse échappe à cette 
conséquence inadmissible parle défaut de convergence de la formule, 
très-sensible pour les premiers points, et de plus en plus faible à mesure 
qu'on augmente le nombre de points pris à part. En somme, un petit 
nombre de points intervient d'une manière très-sensible dans la diffé- 
rence M entre L et la réalité; mais plus on prend de ces points, plus la 
demi-convergence de la série s'étend, et plus on a une valeur exacte 
de M. Il faut toutefois, pour opérer ainsi, une file de points assez 
considérable; quand il n'y en a pas assez, le calcul direct peut seul 
donner des résultats exacts. 



^ VI. — Expression^' générales de la force élastique 
et (le r attraction snr an point intérieur, 

38. Préoccupé avant tout de montrer le défaut de la formule d'Euler, 
j'ai suspendu le développement des calculs à faire pour obtenir la force 
élastique, et je n'ai même abordé qu'une des méthodes indiquées dans 
le n° 30; il est temps de reprendre ces méthodes et de chercher les 
expressions générales des composantes totales des forces élastiques 
provenant d'attractions. 

Recourons k la première méthode et représentons, en général, par 



/nW> 



^11 — u' 



r 



«-hi 



l'une des composantes, parallèle à un axe w, de l'attraction exercée 
par un point /tî sur un point m\ ces deux points appartenant chacun a 
une portion différente du corps, et les deux portions étant séparées par 
le plan des x, y. Les coordonnées peuvent être obliques ou rectangu- 
laires; A sera, comme au n^ 29, la portion supérieure à laquelle nous 
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supposerons qu'appartiennent toutes les molécules situées dans le plan 
des xy, etB, la portion inférieure. Nous sommerons d'abord toutes les 
actions de même nature contenues sur une même droite parallèle k 
l'axe des z, en mettant à part les deux derniers points; à cet effet, dé- 
signons par Tq, Ti, Ta, Ta, les valeurs de r correspondant respectivement 
à z = o, 2 = /, z = 2/, z = C/, cette dernière valeur étant la limite 
supérieure du corps; par Uq — u\ m, — u\ u^ — u', u^ — u\ les valeurs 
de u — u' dans les mêmes cas. En appliquant la série d'Euler depuis 
z = 2/ jusqu'à z=zCl, et en y ajoutant les composantes relatives à 
z =0, z = l, nous trouverons pour cette première sommation 



S/"^v 



u — n 



.ji-j-i 

Cl 



(76) 



— J»^ f^ { 1 hv 1 dyi-\ 7— 



—a' I //,—// 



2 r 



/i-t I 



720 



r d^ / u,-^u' \ di_ [ur^zJULW 

30240 [^~/V /-r' y dyt\ '•?^' >*] 



2/ .- ,,t nCl 



— ;:ït"^7^» / — iiTT" ^y' représentent ce que-de- 

— 1^:7-^7^ quand on en a supprimé la constante in- 
déterminée et qu'on y a remplacé la variable y/ respectivement par 2/ 
et C/, convention qu'il ne faut pas oublier, parce qu'elle diffère des 
conventions ordinaires; posons aussi, pour abréger, 

.4. 
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3/ 

M 



(78) 



30240 j-/\ r'r j"^ 1209600 ^~/^V r?- j 



/» 






47 900 "^« rfi 
nous aurons 

(79) SZ-^^'-^T^^Z-^^^'^'^-^M)- 



M — U 



Nous aurions pu tout aussi bien conserver aux intégrales de (77) et (78) 
leurs significations ordinaires, et l'équation (79) fût restée la même; 
de plus, L eût été réellement l'expression de la série déduite de la for- 
mule d'Euler sans correction; mais L eût alors contenu des termes 

"* "" " et leurs dérivées qu'il eût fallu reprendre a M, et qui n'auraient 



.«-t-i 



pas été négligeables dans les mêmes conditions que les autres; de là, 
nécessité de considérer toujours les deux séries au même titre, et des 
complications assez grandes dans les calculs subséquents, complications 
que nous évitons par les conventions adoptées* Au reste, elles ne sont 
nécessaires que pour les y. 

Une sommation de l'expression (79) par rapport à jS nous donnera 
la somme de toutes les composantes dues aux points matériels compris 
dans un plan a de la portion A du corps. Mais, parmi ces valeurs de /3, 
doit se trouver la valeur particulière j3' de l'ordonnée du point m'. 
Nous mettrons à part, de chaque côté de cette ligne, une ligne j3, 
savoir /3' — i et jS'-h i; désignons en outre par B et B' les deux valeurs 
de /3, limites du plan a dans la portion A du corps, par L^t L4, L^, 
L3, L4, Ls, Le, Mo» Mf, M3,... les valeurs particulières de L et de M 
correspondant respectivement à /3 = -B, /3 = P' — 2, ^ = /3' — 1 , /3 = jS', 
|3 = /5' -h I , /3 = /3' -f- a, /3 = 5', et appliquons, dans ces conditions, la 
formule (73) à la formule (79). Observons en outre que la somme des 
deux intégrales 

j (L-4-M)(/{îA--f-i / (L-^M)d^k 
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peut être remplacée par la différence de deux autres intégrales, savoir : 



el posons, pour abréger, 



(80) 



(81) 



N = 



4. I (L-4-M)rfp/r-+--(L.-+-Mo-+-L«-f-M. 
^ r rf(L,-hM6) _ rf(Lo-4-M,) '| 



■^ 30240 [ ^p* • ^p^.* J 



I 209600 I 



dfk' 



rfp' J 



-4-...; 



\ 



? = -j, / (L-t- M)rf(3/r-+--(L,4-M,) 

-f- Lj -f- M, 4- L3 -4- M3 4- Li 4- M4 -f- - ( I.i H- Mi ) 

2 

/■ r </(L> + M,l rf(L.+ M,)1 

12 L rf|3A rfp/' J 

"*". 209600 [ ^p' ,,p; J 

47900 100 [ ^p» ^/p» J^- 



nous aurons 



(82) 



H — U 



SS/"«v'-^V=^-/.-'.-'(N- n 



La formule (82) nous donne la somme de toules les composantes 
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d'attraction provenant des points matériels compris dans un des plans a 
qui existent dans la portion A du corps; en en faisant la sommation 
par rapport à a, nous aurons la somme de toutes les composantes 
provenant de l'action de la portion A sur le point m'. Soit od la valeur 
particulière de cl correspondant au point m'; dans les conditions que 
nous avons admises ci-dessus, ol appartient également à des molécules 
de A, puisque le réseau de parallélipipedesest le même des deux côtés 
du plan ocy. Séparons donc, comme précédemment et pour le même 
motif, les plans correspondant aux valeurs a' — i, a', a'-h i de a; puis, 
opérant sur (82) par rapport à a comme nous avons opéré sur (79) 
par rapport à /3, posons 

Q=j f (N4-P)da/i-f--(No-+-Po-4-N, 

rf(N«-f-P.) rf(N.-4-P,) 



P.) 



(83) 



7^° L d^h 



P.) 



d(xh 

rf'(N 



'] 



720 
h 



f.+p.) i 
^' J 






d 



] 

w=- ^y*'"^"(N + p)rf«/i + ^ (N, + p.) 



1 209 600 



N, 



12 L 



p, + N, -t- p, + N. 
rf(N.-t-P.) rf(N, 



dcth 



P, 

P.) 



d<xh 



] 



^(N. 



Ps) 



+ 



(84) 



720 
h 



'_ r rf'(N.+ PO _ rfnN.-f-P,) ! 
I. d ah dat/i J 

l_ [" </'( N>-i- P. 
44 rfWi* 



) </'{N. 



xà J 

h' r rf'(N> + P.) rf'(N.-<-P,) 1 
,209600 [ ^^,' j—^' J 

47900 .60 [ ^^' ^^. J 
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nous obtiendrons 



(«5) SSS/-"V'^ ---/„o)>MQ-^H) 



Nous avons, au moyen de cette formule, la composante de l'attraction 
totale exercée par la portion A du corps sur une molécule quelconque m' 
de la portion B du même corps. 11 s'agit actuellement d'avoir la com- 
posante de l'action totale de A surB; pour ce fait, il faut sommer 
/,,(k)*fji* (Q-+-R) par rapport aux trois dimensions de B; et nous devrons 
y arriver en suivant pour B l'ordre que nous avons suivi pour A. Com- 
mençons, en conséquence, par sommer la quantité (85) par rapport 
à y' en séparant les deux points les plus voisins du plan des^j; dési- 
gnons par Q_,, Q_2, Q.,, Q„4, R_,, R_2> R^8> R-4 les valeurs correspon- 
dant à y' = — I, —2, —3, — C; nous trouverons, en faisant pour les 
intégrales les mêmes réserves et les mêmes conventions que celles déjà 
faites pour les formules (8i) et (Si bis) : 



-c 






30240 ^/^' 1209600 ^jy[ 

-3/ 



• • • , 



^ = -j( (QH-B)(/y7 



(«7)( ^_^_ </'(0-3-*-K_J_ /> f/»(Q_,+ R_,) 

1209600 ^lyl^ 47900160 ^f—Ti' 

Maintenant, l'expression (88) représentant l'action de la portion \ 
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sur la file de points y\ il faut la sonimer dans toute l'étendue de la 
portion B, c'est-à-dire par rapport à a' et à jS', pour avoir l'expression 
totale de la composante de l'attraction exercée par A sur B. Mais il est 
facile de voir, en se reportant à ce qui précède, que a' et /3' ont disparu 
déjà de l'expression (85), et que, par suite, l'expression (88) ne con- 
tient pas les quantités par rapport auxquelles on doit la sommer. Dès 
lors, pour obtenir cette somme, il suffit de multiplier le second membre 
de l'équation (88) par le nombre de fois que la ligne 7' est contenue 
dans la portion B du corps. Or, ce nombre étant excessivement grand, 
égale sensiblement le nombre de fois que le parallélogramme de côtés A, 
k est contenu dans la surface de contact; car il en diffère seulement par 
le nombre de points situés sur la moitié du contour de cette surface, 
lequel, tout grand qu'il est, est encore très-petit relativement au pre- 
mier. Bien entendu que le parallélogramme dont il s'agit est la face, si- 
tuée dans le plan des xj, du parallélipipède élémentaire dont les côtés 

sont parallèles aux axes. En représentant par xy l'angle des axes des oc 

et des j, nous aurons hksinxy pour mesure de l'aire du parallélo- 
gramme; et si nous désignons par a l'aire de la surface de séparation 
dos portions A et B, le nombre des lignes 7' sera égal au quotient 



nksinxy 



on obtiendra donc l'action totale en multipliant l'expression (88) par 
ce facteur. Ainsi l'attraction totale de A sur B, ou plutôt sa composante 
parallèle à Taxe a, sera donnée par la formule 

(^) SSSSSS/--v^-/«->MA + 0) 



//Arsm:r^- 



L*attraction totale de B sur A est égale à celle-ci et doit lui être ajoutée, 
puisqu'elle tend, comme l'autre, à rapprocher les deux parties. Si l'on 
remonte à la définition que nous avons donnée de rélasticité(n^29), et si 
l'on désigne par E;, l'élasticité par unité de surface due à l'attraction en 
raison inverse de la n!''^ puissance de la distance, par E;,^la composante 
de cette élasticité parallèlement à l'axe des u, on obtiendra E;,,» en divi- 
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sanl para le double du second membre de (89); ce qui donne 

(9«) E„..=:2/.«»|a'^A±®l. 

hk sinxy 

Telle est, dans l'intérieur d'un corps, l'expression de la composante de 
la force élastique due à une attraction en raison inverse de la /i"'"' puis- 
sance de la distance. Elle donne lieu à de nombreuses remarques, dont 
nous exposerons pour le moment une seule: c'est que le produit /x^ est 

de l'ordre A*, le produit hksinooy de l'ordre A*; donc, pour que E„j, 
soit une quantité sensible, et il en est nécessairement ainsi au moins 
d'une des composantes, il faut que le produit 

soit de l'ordre ji» car 2r«)^ est une quantité finie de l'ordre A®. Cette 

conclusion nécessaire entraine, quant à la grandeur de n, des consé- 
quences que nous examinerons plus loin. 

39. Laissons momentanément de côté la seconde méthode indiquée 
pour évaluer E„^„, parce qu'elle ne conduirait pas à des résultats théo- 
riques différents de ceux que nous avons obtenus, et cherchons les com- 
posantes de l'attraction totale en raison inverse de la /i**"*' puissance de 
la distance exercée par le corps sur un point m'. Afin de les rattacher 
aux sommations déjà obtenues, nous conserverons le système de coor- 
données adopté depuis le commencement du paragraphe, et no*us repré- 
senterons le point attiré m' par les coordonnées particulières a' = o, 
j3'= o, 7'= — I . Cela posé, nous répartirons les molécules du corps en 
trois groupes^ savoir : celles de la portion A du corps, ayant les mêmes 
limites que précédemment, et comprenant toutes les molécules du plan 
des xy ouy= o, celles du plan y = — i , et enfin celles du reste B' du 
corps comprenant les molécules situées sur le plan y = — 2, et toutes 
les molécules au-dessous. Le groupe des molécules situées sur le même 
plan y = — I que le point attiré m' peut à son tour être décomposé en 
quatre autres, savoir : les deux portions de la droite ]S caractérisée par 
les équations a = o, y=. — i, qui sont, l'une au delà, l'autre en deçà 

i5 
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(lu point m\ et les deux portions du plan qui sont en dehors de cette 
même droite. 

La composante de Tattraction de A sera donnée par les formules (83), 
(84) et (85), dans lesquelles on fera y' = —i. Celle de Tattraclion de B' 
sera donnée par les mêmes formules après la permutation de y et y'; 
elle sera la même, à des différences près, d'un ordre inférieur. Ces deux 
attractions de A et de B' sur m! se détruisent, ainsi que nous l'avons 
établi au n® 30, et les différences seules interviennent. 11 en sera de 
même pour les deux portions du plan y= — i, et pour les deux por- 
tions de la droite |3, déterminée par Téquation a = o, y = — i ; les pre- 
mières valeurs se déduiraient des formules (8o), (8i) et (82), après y 
avoir préalablement permuté |3 et y, puis en y faisant ensuite y— y'= o, 
a — a' = o, /3'=r — I. 

Lorsqu'on descend de là aux différences qui doivent seules intervenir 
dans les équations de l'équilibre et du mouvement, on voit qu'on ne 
peut pas les obtenir par la simple variation de la somme par rapport à 
un plan quelconque. Chacune de ces différences a une valeur détermi- 
née complètement indépendante des plans coordonnés choisis. On s'en 
rend compte en envisageant une file sensiblement rectiligne de molé- 
cules. Dans la première approximation, où nous supposons rigoureuse- 
ment la file rectiligne et l'intervalle de deux molécules consécutives 
constant, le point attiré m est à égale distance d'un point situé de 
chaque côté sur la file, et les attractions exercées par ces points sur /ti 
se détruisent, attendu qu'elles sont égales et opposées; mais en réalité, 
chaque molécule est k des distances d'ordre h^ de la position qui lui est 
assignée, et l'une des attractions est supposée trop faible, tandis que 
l'autre est supposée trop forte. Ces deux différences s'ajoutent, et ce 
sont toutes les différences semblables, entièrement indépendantes du 
choix des axes et des plans coordonnés, qu'il faut sommer pour obte- 
nir les véritables équations de l'équilibre et du mouvement. Ces sommes 
ne peuvent pas, ainsi que nous venons de le dire, résulter d'une varia- 
tion par rapport à un plan de la somme des attractions exercées par une 
portion du corps. Nous reviendrons sur ce sujet. 

40. Nous venons de donner les développements en série, parce que 
seuls, malgré leur prolixité, ils se prêtent à un calcul régulier; nous 
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allons donner maintenant le peu que nous avons pu trouver sur la som- 
mation directe. Commençons, à cet eflet, par évaluer l'attraction totale 
exercée |)ar la partie A du corps sur le point M, ce point et cette partie 
étant les mêmes qu'au n^ 29, à cela près que M n'est plus compris 
dans la partie A, puisqu'il n y a pas lieu d'envisager l'action d'un 
point sur lui-même. Nous admettons un système de coordonnées quel- 
conques orthogonales où les coordonnées d'un point sont représentées 
par les formules (8), et nous commencerons par considérer le parallé- 
lipipëde élémentaire fondamental du n*' 15. En recourant aux expres- 
sions de ce n**15, nous trouverons que la distancer de M, k un point m' 
quelconque de A, est donnée par la formule 

l ^doch ^d^k ^dyl 



(90 






Admettons que le plan MM'M" qui limite A soit le plan y; cela revient 
à supposer, dans la formule précédente, y' toujours > y, y — y = o 
ou > o; mais a et j3 y peuvent recevoir toutes les valeurs entières pour 
chaque valeur de a' et de |3', en sorte que a' — a et jS' — j3 peuvent va- 
rier de — 2ooàH-2Qcen passant par zéro, il s'agit maintenant de 
trouver la somme de toutes les valeurs des composantes 



G> 



'f^'/- 



U — II' 

•.M-4-1 



où u représente à volonté x, y ou 2. A cet effet, observons que les équa- 
tions de la droite M m\ savoir : 

. X — ah ^— pk _ 2 — y 1 

h, k, 1 étant les côtés du parallélipipède élémentaire fondamental ac- 

i5. 
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tuel donnés par les formules (37), et a?, j, z, les coordonnées courantes, 
restent les mêmes» c'est-à-dire appartiennent à la même droite, si on y 
débarrasse les dénominateurs du facteur commun/ que a'— a, ]3'— ^, 
i "" 7 peuvent avoir. Ainsi, admettons un instant qu'on ait 

(93) «^_«.-^/(?, J3^__p^y0., y^^y^yg.^ 

les équations 

^^^ 0h "~ ô'k "~ ô"l 

appartiendront évidemment à la même droite. Cela revient visiblement 
à prendre pour second point de la droite» au lieu du point m^ celui 
dont les coordonnées sont (a-f-6)h, (/3-h6')k, (y-f-6")l. Ce point 
matériel est le plus rapproché de M qui existe sur la droite M/w', et, en 
appelant Tf sa distance au point M, on obtiendra tous les points maté- 
riels situés sur Mm' en portant successivement une fois, deux fois, 
trois fois, etc., r< sur Mm' à partir de M. Les coordonnées de ces 
points suivront les mêmes progressions arithmétiques que leurs dis- 
tances absolues; d'ailleurs r^ sera donné par la formule 



(95) 



^dah ^d&k ^dyl 



Cela posé, les composantes des attractions des points successifs maté- 
riels situés sur une même droite Mm' seront, en désignant par u^ la 
quantité (a 4- 6) h, (p-f-6')k ou (y -h 6'') 1, suivant le cas, 

en sorte que leur somme sera égale à 

«' ."^'Z- -;:jrPT- ^7- "^ a"- ■*" T» -^ f -^ • ' ' j ^ '^ ^ f" "Tr^ S ^' 
§ — désignant la somme des puissances n'^""' inverses des nombres 
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naturels. On trouve les valeurs de ces sommes dans divers ouvrages. 
Elles sont {voyez le tome III du grand Traité de Lacroix, i'* édit., 1800. 
|). 139) : 



I 1 I I 

I* 2* 3' 4 




I I 1 I 
I» 2* 3' 4 


7e 


25,79436 


I I 1 I 

•^ "^ "7 "^ i; "^ T4 "♦^ • • 

1* 2* 3* 4 


71' 
90 


1 I T I 

1' 2* 3» 4 


7:* 


295 , I 2 I 5 


t 1 I I 


• 945' 



On trouvera de même la somme des composantes pour d'autres droites 
où le caractère de l'expression y, (gS) sera l'absence de facteur commun 
aux trois coefficients ô, 6\ 6"; on devra écarter en outre celles où 6" = o, 
c'est-à-dire celles qui sont dans le plan y. Car elles y sont en entier, et 
ont, pour chaque point matériel situé d'un côté de M, un point matériel 
situé à une distance égale de l'autre côté. Donc toutes les composantes 
situées dans le plan 7 sont égales et se détruisent, puisqu'elles agissent 
sur le même point; et il n'y a pas de composante parallèle à l'axe des 7, 
puisqu'ici 0" = o. On n'aura donc a calculer que les sommes 

où 6" = I ou est > u< et où 9 et 6' ont des valeurs quelconques sous la 
réserve qu'elles soient entières et que les trois n'aient pas de facteur 
commun. Je ne connais pas de méthode qui me permette d'aborder cette 
dernière sommation; je me contenterai de l'indiquer par le signe som- 

matoire § qui constitue ici un aveu d'impuissance. Ainsi l'expression 

générale de la composante, parallèlement à l'axe u, de toutes les attrac- 
tions exercées sur M par les divers points de A sera représentée par la 
formule 



(96) 



(ù'y.^ 



f-S.i.S-. 



«1 — M 



r? 



-M 
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OÙ la première somme représente une valeur numérique connue, et la 
seconde, une opération à effectuer. 

Évidemment, si j*avais pris pour limites de A le plan /3 ou le plan a 
au lieu du plan y, j'aurais obtenu pour la composante de son attraction 
totale une forme identique à (96); la seule différence eût été que, si le 
plan /3 avait été pris pour limite, 6' serait toujours = 1 ou > i, 6" et 6 
étant d'ailleurs des entiers quelconques, nuls, positifs ou négatifs; et 
que, si c'eût été le plan a, 6 serait toujours = 1, ou > i, 6' et 6" étant 
à leur tour des nombres entiers nuls, positifs ou négatifs. 

Les raisonnements précédents et les conclusions que nous en avons 
déduites conviennent évidemment au cas d'un plan matériel quelconque 
pourvu qu'on le choisisse avec deux autres conjugués pour plans coor- 
donnés. Supposons, afin de fixer les idées, qu'il ait été pris pour plan y', 
ce qui est toujours permis et ne change en rien la généralité des rai- 
sonnements, il faudra introduire cette hypothèse dans nos formules, ce 
qui change l'expression (95) en celle-ci : 

(9^ *'*) 1 /\ /\ /\ 

et dans Texpression (96) m, — m représentera une des quantités SA', 
5'^•^ 6'7'; S, 5' seront des entiers quelconques, négatifs, nuls ou positifs; 
tandis que 0" sera toujours = i ou > 1, et que les trois quantités dont 
il s'agit n'auront pas de facteur commun. Or, il est palpable qu'à cette 
sommation on peut en substituer une autre de composantes parallèles 
à trois autres axes conjugués quelconques pourvu qu'on reste entre les 
mêmes limites de sommation, c'est-à-dire qu'on prenne les mêmes 
points. Il est visible également, si on remonte au n"* 19, que les 
5, 5', 5" de la formule (95 bù) sont les quantités a', é', c' dudit numéro 
et que si l'on désigne par aji, j3,k,yil; «ah, ^2^^112^ les coordonnées de 
deux points déterminant avec le point M le nouveau plan matériel, 
a, — a, /3< — /3, y, — y, aj — a, jSj — /3, y, — y sont les quantités que 
nous avons, dans le numéro précité, désignées respectivement par a, , j3| , 
yo «2» jSa» y2; qu'enfin si ajh, /33k, y,! désignent le troisième sommet 
du parallélipipède élémentaire, et ;^, ^', s^" les valeurs de 5 correspon- 
dant, dans le parallélipipède élémentaire fondamental, aux valeurs de 
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Q dans le parallélipipëde élémentaire conjugé au plan matériel consi- 
déré, les formules (40 donneront 

[^ =e(a,— a)H-0'(a,-a)-4-Ô"(a3-a), 
(97) ^' = e(l3.-(î) + 0'(P,- (3) -+- e'(p,-(3), 

( ^"= e(y.-y) -f. Q'[y,-y) + O'iyj-y); 

el les formules (42) 



(98) 



On pourra des lors conserver les formules (95 ) et (96) rapporlées, 
comme précédemment, aux axes du parallélipidède élémentaire fonda- 
mental actuel, sous la condition d'y remplacer respeclivement 6,6',6'' 
par 5,:»', ^"(97), et de se rappeler que 6" est toujours un entier posi- 
tif > I ou = I ; et que ô, 6' sont des entiers quelconques, négatifs, nuls 
ou positifs, 0,ô\6" n'ayant pas d'ailleurs de facteurs communs. Les 
trois groupes a, — a, ^, — p, y< — y; «a — a, jSa — /3» 72 — 7; «s — «» 
jS^ — ^, y, — y sont dans le même cas; il est facile de voir alors, en 
discutant les formules (97), que i^, s^', i^'ne peuvent pas avoir de fac- 
teur commun, ce qui était évident à priori. 

41. Nous pouvons des à présent signaler une propriété remarquable 
des divers plans matériels qu'on peut mener par une même arête MM': 
c'est qu'il y en a un pour lequel la composante (96) rapportée, bien 
entendu, constamment aux mêmes axes est nulle, ou du moins très- 
petite, et un autre pour lequel elle est un maximum absolu ou relatif, 
trës-prës alors du maximum absolu. Si l'on intercale» entre les plans 
matérielSi des plans virtuels pour lesquels on calculerait la valeur (96) 
par interpolation, il y aurait toujours un plan de maximum absolu et 
un plan où cette composante serait nulle. C'est ce que nous allons dé- 
montrer. 
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Soit MM'IVr un premier plan passant par l'arêle MM' et pour un côté 
A duquel la composante (96) n'est pas nulle. Toutes les composantes 
partielles provenant des points matériels situés de Tautre côté B étant 
égales et de signes contraires à celles du côté A, la composante totale 
fournie par le côté B sera égale et de signe contraire -à la première. 
Nous ne tenons compte ici, cela va sans dire, ni des actions des points 
matériels situés dans le plan MM'M", lesquelles se détruisent deux à 
deux, ni des variations de grandeur des composantes dues aux accroisse- 
ments de longueur des côtés des parallélipipèdes, parce qu'elles sont 
d'un ordre inférieur. Maintenant, considérons un second plan MM'M"' 
passant toujours par Taréte MM'. La portion A', située du même côté 
de ce plan que A Test du plan MM'M", diffère de la portion A en ce 
qu'elle a en moins les molécules contenues dans l'angle dièdre M'^MM"' 
et le demi-plan MM", et qu'elle a en plus les molécules contenues dans 
l'angle dièdre opposé et dans le prolongement du demi-plan MM". Les 
composantes des actions de ces derniers sur celles de l'autre côté dé- 
truisent celles du demi-plan MM'% qui ne l'étaient pas auparavant, 
tandis que l'ablation du demi-plan MM'' rend disponibles les actions 
dans ce plan des molécules de l'autre moitié. Ensuite les composantes 
des actions des molécules situées dans l'angle dièdre opposé à l'angle 
M'^MM'^ sont égales et de signes contraires à celles des molécules situées 
dans l'angle dièdre M" MM"'. La valeur de (96) pour A' différera donc 
de la valeur de (96) pour A, en ce sens qu'une partie des compo- 
santes y sera remplacée par des composantes égales et de signes con- 
traires. Elle sera donc, suivant le cas, ou plus grande, ou plus petite. 
Si la composante (96) de A est positive, et si l'angle dièdre M"MM*' est 
pris du côté où les composantes sont positives, ce qui est généralement 
permis, la composante de A' sera plus petite que celle de A. En imagi- 
nant menés par MM' tous les plans matériels possibles, on passera de 
l'un à l'autre en remplaçant successivement chacune des composantes 
par une composante égale et opposée, faisant par conséquent varier 
d'une manière uniforme la composante (96) jusqu'à ce qu'ayant par- 
couru deux angles droits, on trouve une valeur égale et de signe con- 
traire. On aurait donc passé par zéro si les plans matériels représen- 
taient toutes les valeurs possibles; mais comme il n'en est pas ainsi, 
que les plans sont seulement très-voisins, on aura passé par un plan où 
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la composante (96) est ou nulle ou très-petite en valeur absolue. 

Si l'on établit la continuité en faisant intervenir des plans virtuels 
interpolés entre les plans matériels, il y en aura toujours un pour lequel 
la composante (96) sera zéro. 

Maintenant, si on prend pour plan MM'M" précisément le plan ma- 
tériel pour lequel la composante (96) a la plus petite valeur absolue, 
et que Ton raisonne sur tous les plans matériels à parcourir pour 
arriver de A à B en répétant tout ce qui a été dit précédemment, on 
verra qu'il doit exister un autre plan où la valeur (96) atteindra son 
maximum. Ce maximum sera absolu si Ton interpole des plans virtuels 
entre les plans matériels; mais si Ton ne fait pas cette interpolation, 
et si ce maximum n'est pas absolu, il en sera du moins très-rapprocbé. 

Rien ne prouve du reste que les maxima et les minima des trois 
composantes aient lieu simultanément sur les mêmes plans : il est même 
facile de se convaincre que le contraire a lieu; il suffît, pour cela, de 
considérer un parallélipipëde élémentaire fondamental rectangulaire. 
Evidemment les composantes parallèles aux axes des u et des /3 sont 
nulles sur le plan 7, tandis que la composante 7 y est très-grande; de 
même les composantes parallèles aux axes des /3 et des 7 sont nulles sur 
le plan a, où la composante a est très-grande, et les composantes pa- 
rallèles aux axes des 7 et des a sont nulles sur le plan des /3, où la com- 
posante jS est très-grande. 

42. Passons à présent à l'évaluation directe de l'expression E„.„, 
telle qu'elle est définie aux n°* 29 et 38. Nous y parviendrons 
visiblement en considérant séparément les points des deux portions 
situés sur une même droite, et sommant d'abord toutes les compo- 
santés qu'ils fournissent; en ajoutant ensuite toutes les sommes de 
composantes dues aux lignes parallèles qui rencontrent la surface de 
contact, puis en ajoutant finalement toutes les sommes dues aux di- 
verses directions qui seront représentées, en nombre et en direction, 
par toutes les lignes qu'on peut mener par un même point M; la 
somme ainsi obtenue devra être divisée par l'aire de la surface de con- 
tact pour donner £;,,„. Or, ce que nous avons dit, n*' 40, sur les dis- 
tances des points situés en ligne droite est encore vrai ici; soit r, la 

distance d'un point m du plan 7 au point ni immédiatement voisin sur 

16 
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la même ligne, mais du côlé B, nous aurons pour les distances des 
points matériels de A situés sur la droite mm! au point ml les quantités 
respectives r, , ar,, 3r,, 4'^i. •••! et leurs coordonnées suivraient la 
même progression arithmétique. Mais le point m! ne sera pas le seul 
point de B situé sur mm'; il y en aura une série dont lès distances res- 
pectives à m seront, comme de l'autre côté, r,, ar,, 3r|, 4^i» •••; en 
sorte que la série des distances du second point du côté B aux points 
situés du côté A sera formée des nombres 2ri, 3r,, 4/*!. ..-; la série des 
distances du troisième point sera 3r|, 4^0 5r,, ...; celle des distances 

du quatrième point, 4^i> 5r,, Donc, si Ton veut sommer toutes les 

composantes des points de A et de B situés sur une même droite mm! ^ 
il faudra sommer l'ensemble des termes 



o)'a'/„ 





1 I 1 

l" 2" 3" 




1 I 

H h -T h. . . 

2" 3" 




1 
i 



■--- 0) 



."> ,,n^. V7" "^ ?i "^ S" "*"" • 7 

l^J" ^n.. \^,»-. -^^,-. -^3,-. -^"J 



== ^ y- tm s 



Or, on prouverait facilement, par des raisonnements déjà employés 
au n"* 38, que le nombre de droites parallèles a une direction donnée 
qui rencontrent le plan de séparation, dont l'aire est a, est égal à 

j^-7^»h,ketc ayant ici les significations indiquées au n*' 18; par 

conséquent, la somme de toutes les composantes parallèles à une même 
direction sera égale à 

Il reste a sommer les quantités dues aux directions différentes; cette 
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sommalion porte uniquement sur ^^^-^9r-' '^s autres facteurs étant les 

mêmes pour toutes les directions; c'est idehliquemenl la même que 

celle du n*^ 40, désignée par le signe §•, car 6" est encore ici > i 

ou — I, tandis que 6, 6' sont nuls, positifs ou négatifs, sans facteur 
commun aux trois quantités. Doublons cette somme pour les motifs 
exposés dans le n** 38 relalivement à la formule (90) et divisons-la 

par Taire a de la surface de contact, nous aurons E„,„ qui sera consé- 
quemment représenté par la formule 

s—- • 

(99) ^"—^'•'^'-^-irar^STr^- 

Cette dernière valeur se calculera comme (96) au moyen de la relation 
(95), et aura la même étendue et les mêmes propriétés que (96). Nous 
ne pouvons, sur ce sujet, que rappeler les raisonnements développés 
dans lesn°*40 et 41. 

Si nous voulions trouver la composante de la force élastique appli- 
quée à la force 7 du parallélipipëde élémentaire fondamental, il fau- 
drait multiplier E„,„ par hksinc. On aurait donc alors 

(.00) E„..hk sfnc =^ 20)>»/„ S ^- S "Çt^' 

ce qui esta la composante (9G) de Tattraction dans le rapport constant 
de 2 §-;ïr7 ^ S^'^^ constitue un théorème remarquable, que la sé- 
rie n'eût pas fait prévoir, au moins aussi facilement. 

§ VU . — Considérations théoriques et pratiques sur les grandeurs 

de Jet de n, 

43. En remontant aux formules (77)» (78) et (79), nous pouvons 

observer que toutes les dérivées qui entrent comme facteurs dans les 

coefficients de L sont en général finies, et que par conséquent chaque 

terme du second membre de (77), à partir du second, est extrême- 

16. 
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iDcnt petit et négligeable par rapport à celui qui le précède; il n'y a 
d'exception que pour le cas fort rare oii Cl est tellement petit, que la 
valeur correspondante de r peut être encore extrêmement petite. Mais 
il n'en est plus de même pour M; Tq, r,, r^ sont nécessairement tou- 
jours extrêmement petits, et, par suite, les valeurs des dérivées succes- 
sives sont de plus en plus grandes; en sorte que, non-seulement les di- 
vers termes sont à. peu près du même ordre, et peuvent former des 
séries divergentes, ainsi que nous l'avons exposé dans le § V^ mais en- 
core que ces termes peuvent, suivant la grandeur de /i, être très-grands 
ou très-petits par rapport a L ou du même ordre. Il résulte de ceci 
que n n'est pas entièrement arbitraire dès qu'on admet que la force 
élastique E„„ (90) est finie, et, en présence des faits, il est impossible 
d'agir autrement. Il est donc utile de déterminer l'ordre d'un des prin- 
cipaux termes de A -1- 0, afin de voir les conditions auxquelles/, doit 
satisfaire pour que/, (A -h B) soit de l'ordre A"*. Telle est la question 
que nous entreprenons de résoudre. 

Si l'on a bien compris la marche des calculs indiqués dans le § VI^ 
on a vu que, pour obtenir P (81), il faut appliquer à chacun des termes 
de L et de M la série de calculs indiqués par cette formule; qu'il en 
est de même relativement à N et à P pour obtenir R, etc., et que, par 
suite, ces formules fournissent le moyen de calculer l'un quelconque 

des termes de 9 dérivant d'un terme pris à part dans M. Soit '^, 

celui-ci; je le choisis, parce que les calculs numériques du § V lui assi- 
gnent une certaine importance; soit ensuite, parmi les termes qu'en 
fait dériver la formule (81), M3 celui qu'on prend; ce second terme en 
fournira dans la formule (84) une série dans laquelle je choisirai le 
terme P,; celui-ci en fournira, à son tour, dans la relation (87), une 
suite dans laquelle je distinguerai R_|. C'est k coup sûr un des termes 
sensibles de (87), et généralement un des plus importants, à moins 
qu'il ne soit nul, cas auquel je prendrai le terme immédiatement voisin, 
qui ne l'est certainement pas; il s'agit de le calculer. 
La formule 



M — u' 



représente trois quantités qui sont, dans le cas des coordonnées rectan- 
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gulâires qu^on peut admettre ici comme suflisamment général et de 
beaucoup le plus simple, 



{a-a')h (;3-p-)k (y - y' )\ 

f,n-*-l Ma-i-i pn-t-t 



r étant donné par la relation 
Le terme général 

Wo — u' 

' 

qui représente les mêmes conditions où Ton a fait 7=0, correspond 
aux trois expressions 

f»«-+-i m*n-¥x f%n-\-i 

'0 '0 '0 

avec 

ri = (« - a')'h' -+- (p - (3')'k' -f- y'' K. 

Comme elles sont de même ordre, et que nous voulons éviter les annu- 
lations pour a = a', j3 = |3', nous considérerons seulement la troisième. 
Or le terme M,, qu'on déduit de celui-ci en faisant j3 = ]3\ est * 



[(« — a')» h' -h /M'] 



a 



En y faisant a = or', on en déduit le terme de P3 qui y correspond ; 

c'est donc 

— I 

y'n |ll 

Enfin le terme que celui-ci fournit à R_, est donné par la relation 
7' = — I ; c'est 

"F' 

suivant que n est pair ou impair; il sera caractéristique de l'ordre 
de e, c'est-à-dire <le§§§§— ^^; et, ainsi qu'on était porté à le 
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prévoir, cette quantité est de Tordre t^- Toute autre filiation de termes 

que nous eussions suivie nous eût conduits au même résultat, et comme 
les termes influents dans M sont au plus au nombre de six ou sept, 
qu*aucun d'eux n'en donne davantage dans P, celui-ci n'en contiendra 
guère qu'une quarantaine; R en renfermera tout au plus aSo, et© i5oo. 
Ce chiffre est très-grand sans doute, mais insuffisant pour changer 
l'ordre de la somme, d'autant plus que ces i5oo termes seront très- 
inégaux en grandeur. © sera donc de l'ordre-y^» Or, nous avons établi, 
à la fin du n^ 30, que/,© devait toujours être de l'ordre A"*; donc 
il faut que ^ soit de Tordre 4;; par conséquent, on doit avoir w = 4» 

si /est fini; et si nest >4»/f doit devenir extrêmement petit, d'ordres 
de plus en plus inférieurs à mesure que n augmente, comme il doit 
devenir extrêmement grand si n est <4- On voit immédiatement que, 
/ étant fini et même assez petit pour n = 2, la gravitation universelle 
en raison inverse du carré des distances ne peut pas intervenir dans 
les actions moléculaires; c'est ce qu'on admet généralement aujour- 
d'hui, mais sans en posséder une démonstration rigoureuse, du moins 
à ma connaissance. 

Nous examinerons bientôt les renseignements que l'expérience peut 
fournir sur la grandeur de n\ mais nous allons momentanément pour- 
suivre les conséquences de ce que nous venons d'établir sur Tordre de © 
et de A. 

44. En général, tous les termes de L sont négligeables à côté du 
premier qui est de Tordre t; car l'intégrale 

Cl 



£ 



dyf, 



.H-hi 



ne contenant que la substitution de C/, est nécessairement finie dès 
que C/Test; donc le second membre de (77) se réduit au premier 

terme. Mais M peut contenir des te."*mes de Tordre x; quand on l'applique 

aux points qui seuls interviennent d'une manière sensible dans le dé- 
veloppement de ©, et c'est ce que nous venons de voir dans le numéro 



( ïa? ) 

précédent. On peut donc négliger dans la formule (8i) lous les termes 
qui proviennent de L et sont au plus de l'ordre 79 tandis que les autres 

sont de Tordre jry ou peut-élre plus. En revanche, tous les termes 

qu'on déduit de M dans le calcul de N, et qui s'obtiennent en donnant 
à j3 des valeurs finies dans Texpression de M, deviennent immédiate- 
ment des quantités extrêmement petites et des quantités de Tordre h^ : 
car, par exemple, 

(a- a') A 



n-*- 1 



[(«-a')' A' 4-(p-(î')A»-h/'/^] ' 



devient, pour|3 = ^, 

(a- a')A 



n t I 



quantité où le dénominateur est nécessairement de Tordre h, quelque 
petits qu'on suppose ensuite a — a' et /, puisque {B' — ^')^k'^ est une 
quantité de Tordre A® à cause de la grande différence qui existe entre B' 
et |3'. Il en sera de même des autres termes. Donc, L étant déjà une 

quantité de Tordre t9 sera très-grand par rapport aux termes déduits 

de M qui figurent dans N (80); en outre, les termes déduits de L 
et autres que l'intégrale, qui figurent dans la même relation, étant 
extrêmement petits relativement au quotient de Tintégrale par k, doi^- 
vent être également négligés. L'expression (80) se réduit donc à Tin- 
tégrale relative à L. En continuant ces raisonnements, on verra qu'on 
peut négliger, dans (83 j, tous les termes provenant de P, et, à part 
Tintégrale, ceux provenant de N; dans (84), tous les termes provenant 
de N; dans(86)y tous les termes provenant de R, et, à part Tintégrale, 
ceux provenant de Q; entin, dans (87), tous les termes provenant de Q. 
Il demeure bien «ntendu que toutes ces réductions supposent /i> 2, 
ce qui a lieu nécessairement, ainsi que nous l'avons précédemment dé- 
montré; qu'enfin aussi le point M est supposé à une distance finie des 
limites du corps. 
Dans ce cas très-général, les formules du n® 38 doivent être rem- 



i2d 
pi^i eea par les rsuivanle!^, t>eâucoup plus coDci5e> : 

Uy— u' u — u' \ u^ — u' i d . u. — ti' \ 

:^o;7=ï i"7P"j" 30240 ^-^* 1 r?- ; 

1209600^ \ rr' / 4:y>o«^ c/7/' ^ ''^'^ j -+-••• 

il ne faut pas oublier que, dans ces deux équations, Tintégrale est 
soumise a la convention du n^ 38 , ; 



■• B' 



Kb 



(.o{) 



^-y i MrfSA H- -M. -M.-M; - M<-^-Mi 

^' /rf'M. rf'M, \ ^ A /rf M. </^ M, 
47900 160 (^^/^.' ^^/ 



'io5) Q^Â / N*/*/»; 



Kn--i r^"^ Prf«/» 



2 2 12 \aocn docft / 

'^0 /.3 / ,/aD ^3D \ Ai ^ J»p r/*p, 

Ja// dan 



r'^'Xd^i dUi') 30240 



^/ Pi rf'P. \ A' / d'V, rf'P, 



«^o9tk)o\^^,- j^/// 479001601^^,; ^^- 



• • •» 
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— c 



(•07) ^^\J (Q + B)rf//; 



-3 



30240 ^y^* 1209600 ^^y- 47900160 ^y^» •••' 

/ \ 17 ^ , , ® -^ A 

(109) E„,« r-: 2/, W'p.' 



hksxïixj' 



Nous avons conservé R dans l'intégrale (107), parce qu'il fournil un 
terme pour 7' = — i; mais si Ton veut appliquer ici les notations adop- 
tées pour les intégrales de (101) et (102), c'est-à-dire prendre pour va- 
leurs des intégrales ce que leurs valeurs indéfinies deviennent quand 
on y supprime la constante arbitraire et qu'on y fait 7' respectivement 
égal à — C" et à — 3, les formules (107 ) et (109) pourront être rem- 
placées par les deux suivantes : 

1 r -^' 

(fio) ^""/"j Orfy'/; 



Il h sinxy 



Ces simplifications des formules! l'intégrale de (108) doit être rem- 
placée par / R ^7'/ profiteront également au calcul des attractions 

et à celui des élasticités, puisqu'on peut en déduire les composantes de 
l'attraction, ainsi que nous l'avons établi au n^ 39. 

45. Les réductions que nous venons d'opérer dans les formules des- 
tinées à calculer les composantes de l'élasticité ont une conséquence 
physique importante; la voici: dès que /lest >2, et cette condition est 
nécessaire à la production des actions moléculaires, les expressions de 
l'attraction déduites de L, N, Q, A, et qui contiennent les limites du 
corps, n'interviennent plus dans l'expression de l'élasticité, ni dans les 
attractions exercées sur un point intérieur, pourvu qu'on observe la 

'7 
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convention rappelée aux formules (loi), (102), (i 10) et (111); Tinob- 
servalion de celte convention ne rétablirait pas d'ailleurs les limites du 
corps dans l'expression de E„ „, ainsi qu'on peut s'en convaincre aisé- 
ment par un peu de réflexion. Les composantes E„,„ ne contiennent 
plus que les quantités M, P, R, ©, c'est-à-dire des quantités dépendant 
d'un petit nombre de molécules voisines du point considéré. Sans doute, 
plus on fint concourir un grand nombre de celles-ci à la détermination 
de M, P, R, 0, plus on obtient de convergence dans les séries, et par 
conséquent d'exactitude dans la détermination qu'on se propose; mais 
néanmoins un nombre relativement restreint de ces molécules permet 
déjà de calculer avec une approximation très-grande les valeurs dont 
il s'agit. L'élasticité interne des corps ne dépend donc pas de leurs 
limites extérieures. 

Un autre fait résulte encore de ces formules : c'est que |x^ étant con- 
stant, qu'on lui conserve son expression primitive ou qu'on la rem- 
place par le produit du volume du parallélipipëde élémentaire multiplié 
par la densité actuelle, l'expression de E„^u ne contient pas nécessaire- 
ment cette densité comme facteur, encore moins en contient-elle le carré 
comme facteur. La densité ne peut y entrer en celte qualité que si elle 
est facteur de 0, ce qui est nécessairement un cas particulier. 

Or, celle indépendance de l'élasticité ou des efforts attractifs d'avec 
la densité et les dimensions extérieures du corps est un fait de tout point 
conforme aux observations, et dans l'explication duquel toutes les 
théories fondées sur la continuité de la matière avaient complètement 
échoué; seules les théories basées sur la notion de l'élasticité, telle 
(|ue l'admettent Gauchy et M. Lamé, avaient échappé jusqu'à présent à 
cet écueil, mais en demeurant dans un vague complet sur les dernières 
dispositions des molécules. Nous ne pouvons pas mieux faire que citer 
à ce sujet les paroles de M. de Saint-Venant, dans son Mémoire sur la 
question de savoir s'il existe des masses continues et sur la nature probable 
des dernières particules des corps, lu à la Société philomathique , le 
20 janvier î844« Les voici : 

« On admet généralement, depuis Newton, que les particules des 
corps exercent les unes sur les autres des actions dont les intensités sont 
fonctions de leurs dislances mutuelles, et qui, répulsives pour les plus 
petites distances, changent de signe et sont attractives pour les grandes, 
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mais qui décroissent rapidement et deviennent relativement insensibles 
à des dislances perceptibles. Les pressions sont des sommes de forces 
pareilles estimées dans une même direction. Or, M. Poisson et M.Cauchy 
(qui arrivait en même temps à des résultats semblables) ont démontré 
que si ces sommes étaient composées d*une infinité de termes dont les 
grandeurs se suivent sans discontinuité : i^ les pressions à Tintérieur 
du corps n'auraient aucune composante parallèle aux faces où elles 
s'exercent; elles seraient constamment normales à ces faces; a** ces 
pressions ne varieraient que comme le carré de la densité, lorsque Ton 
ferait éprouver un dérangement quelconque aux parties d'un corps. » 
M. de Saint-Venant en conclut qu'il ne peut pas exister dans la nature 
des corps composés de matière continue. Les formules que nous venons 
d'obtenir montrent qu'aucune des objeclions.précédentes n'existe contre 
l'élasticité déduite de l'attraction dans le cas de la matière discontinue. 
Les résultats difficiles à expliquer avec nos formules, ou qui du moins 
semblent devoir l'être, sont l'égalité de pression en tout sens, et la ré- 
sistance proportionnelle h la densité que l'expérience indique être unr 
propriété inhérente à certains corps; mais nous n'en sommes pas en- 
core arrivés à traiter ces questions, et nous allons étudier les indica- 
tions que les expériences faites sur les attractions à distance peuvent 
nous donner sur la grandeur de n. 

46. Les expériences bien connues sur l'attraction sont de deux na- 
tures différentes: les unes se rapportent aux attractions à distance finie 
et n'ont constaté que la loi de la raison inverse du carré des distances : 
ce sont les lois de la pesanteur à la surface du globe, les attractions 
planétaires, et les expériences sur l'attraction de deux sphères homo- 
gènes exécutées par Cavendish pour mesurer la densité du globe ter- 
restre ; les autres sont les expériences de divers physiciens sur la capil- 
larité et l'adhésion, qui se rapportent aux distances extrêmement petites. 
Je ne m'occuperai pas quant à présent de ces dernières, parce que je 
n'ai pas encore étudié le mode assez compliqué suivant lequel les actions 
s'y produisent; mais j'aborderai les autres, qui ont l'avantage d'être 
faites à des distances telles, qu'il y est permis d'assimiler les résultats 
obtenus dans l'hypothèse d'une matière continue aux résultats dus réel- 
lement à la matière discontinue. Commençons par rappeler sommaire- 

>7- 
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ment les formules qui serviront de base à nos calculs numériques, et 
qui représentent les actions exercées par une sphère homogène sur un 
point matériel, ou sur une seconde sphère homogène, en vertu d'at- 
tractions en raison inverse : 

1° Du carré de la distance; 

2** Du cube de la distance; 

y De la quatrième puissance de la distance; 

4** De la cinquième puissance de la distance. 

Observons en outre ici que le choix des axes est indifférent;. que 
nous pouvons par conséquent les supposer toujours rectangulaires, et 

borner nos premières intégrations à la recherche de / M -;^- A cet 

effet, nous recourrons aux coordonnées polaires, qui partagent avec les 
coordonnées rectangulaires la propriété de pouvoir représenter les com- 
posantes par des dérivées; dans la première recherche, celle de l'at- 
traction d'une sphère sur un point matériel, nous prendrons le centre 
de la sphère pour origine, le plan perpendiculaire à la droite Om\ 
menée du centre au point attiré m\ pour plan fixe, et une droite 
menée dans ce plan par l'origine pour droite fixe. Nous représen- 
terons, comme à l'ordinaire, par r le rayon vecteur Om mené du 
centre à un point quelconque m de la sphère, par y l'angle du rayon 
vecteur avec le plan fixe, par ^ l'angle de sa projection avec la droite 
fixe, par c^la distance donnée Om', et enfin par rf la distance varia- 
ble mm\ Nous calculerons, au moven de ces données, l'action totale 
exercée par la sphère sur le point m', et de Iji, par l'emploi d'un sys- 
tème analogue de coordonnées, dont l'origine sera le centre 0' de la 
nouvelle sphère, et le plan fixe un plan mené par 0' perpendiculaire- 
ment à la droite 00' des centres, nous déterminerons l'action exercée 
par la première sphère sur la seconde. Quoique cette marche soit bien 
connue, et que les résultats en soient donnés dans divers ouvrages pour 
les premières puissances de r, nous allons en rappeler sommairement 
les calculs pour les valeurs 2, 3, 4» 5 de/i. 

//m 

47. Cas de n =z 2. ^ l\ s'agit de sommer — pour en déduire l'ac- 
tion de la sphère sur le point matériel extérieur m'. Désignons la 
densité constante de la sphère par T; nous aurons, avec les dénomina- 



( i33 ) • 
lions précédenles, 

(112) rf^=:- 8' H- r'-7 aôrsin 9, 

(1 13) rfm = Fr^coscp d(pd^ dr. 

Donc la triple intégrale 

"-2 ^^ = a,r Yr'C0S(s^d(!^d^dr 



r-=zo *^ 7C %/'h = O 



'/' = o (5'-4- r»— ?. 3rsin9)' 

représentera § — pour la sphère et le point matériel m\ Les inté- 
grations donneront successivement 

En différentiant cette expression relativement à d^ direction de la ré- 
sultante totale des attractions exercées par la sphère sur le point 
matériel m', il vient 

(««4) — /»r — • 



3 ô'^ 

c'est-à-dire que l'attraction exercée par la sphère sur un point est le pro- 
duit de la masse \ ^^ est le volume de la sphère) par l'attraction /j 

de l'unité de masse à l'unité de distance, divisé par le carré de la dis- 
tance du centre de la sphère au point attiré; en d'autres termes, elle est 
la même que si la masse entière de la sphère était concentrée en son 
centre de gravité, ce qui est l'expression bien connue de l'attraction 
d'une sphère sur un point extérieur. 

Considérons maintenant la sphère 0' de rayon R', dont l'un quel- 
conque des points w! est attiré par la sphère suivant la droile Om' 
avec une force égale au produit de la masse de m! par l'expression ( 1 1 4); 
cherchons l'action totale qui en résulte et est dirigée, comme l'on sait, 
suivant la droite 00', dont nous représenterons la longueur par a. Nous 
prenons, ainsi que nous l'avons dit au numéro précédent, le centre 0' 
pour nouvelle origine, le plan perpendiculaire à 00' pour plan fixe, 
une droite menée dans ce plan par 0' pour droite fixe, et nous désignons 
encore les coordonnées polaires par r, ç, ^\ l'élément de masse y sera 
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donné encore par Téqualion (ii3), en y marquant m et F d'un accent; 
nous y joindrons les relations 



; ' r-r «' -h r» — 2 ar sin 9 , 

("5) î ^ 



d'où 



' r' -^ a' -I- 0' — 2flôcosa6 , 



COSflO =. - 



2 ao 



La composante suivant 00' de la force (i i4)» multipliée par dm! ou le 
second membre de la formule (m 3) marqué d'accenls, aura donc pour 
expression 

— y TT/i rr —, 5: rcos(^ donnai", 

4 0^ 2aO T T T 

et il faut en éliminer (? ou ç au moyen de la première relation (i i5). 
Le plus simple est d'éliminer y; car, en différentiant la première rela- 
tion fi f 5) avec l'hypothèse de r constant qui est admise dans l'intégra- 
tion par rapport à ç, si on suit l'ordre suivant, ^^ 9, r, on a 



dà --.. — ar COS9 ^9 ; 

faisant cette substitution dans l'expression de la composante, on ob- 
tient 

\ T.f.lV ^^ («' + 0' - z-^) ^ rf9 d^ dr. 

Il faut l'intégrer successivement par rapport àvfde^j;=:oa(j;= 2n; 

par rapport à c^, de 9 = — ^ ou c^ = a — r a y == - ou â = a -h r; par 

rapport à r, depuis r=:o jusqu'à r= R'. Cettre triple^intégration, dont 
l'ordre est obligatoire par suite de la manière dont nous avons opéré la 
substitution, donnera les résultats suivants : 



2 
3 
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L*action réciproque de deux sphères, par suite de l'attraclion en r;iison 
inverse du carré des dislances, a donc pour valeur absolue 

(..6) |:r'/rr'^. 

Cas de n— i. — Les conclusions et les conventions demeurant les 
mêmes que ci-dessus, nous trouverons pour les calculs de la iriple in- 
tégrale -/, / / / -T '^'S résultats suivants : 



a 



~J J J 3» + /'— adrsiii'f ~ ^*' J J è' -h r^ — ?.a/sin9 

Diftérentions cette quantité par rapporta c^ pour avoir l'action exer- 
cée par une sphère homogène sur un point extérieur m' en vertu d'une 
attraction en raison inverse du cube de la distance; nous aurons 



(117) 



2 L ^' ^' ^0-HJ 



Par conséquent, la composante suivant 00' de l'attraction de la sphère O 
sur le point M' sera, en recourant aux nouveaux axes définis au com- 
mencement de ce numéro, 



r.-,^j2R ((5'-+-R'), 0-i RI . ,, , 



r?» -h Q' — /•' 
2ad 



ou, en éliminant f , 



La triple intégration qu'il faudra effectuer entre les limites déjà définies 
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donnera successivement 



2 



(■■») 



^ JlT- -^r-iog (^^---jJ(«^ + o'- r')rd,dr 

t' f rr' r 

--^~r-\ ! [2(a^4-R') -+ 3(a»4-R')r-r»]Iog(a-4-R-^r) 

— [2(«'' -f- R>) — 3 (a^ H- R2) r -+- r'] log(a 4- R — r) 

— [2(rt' - R^) -f- 3 [a' -4- R») r — r'] log(a — R 4- r) 
i- [7.(rt' — R^) --- 3 (a- -+• R») r -f- r^] log(« - R — r ) 

^[R-5Rna'-.R'')]log[[j=|^^^ 



[R'^-5R'M«'4-R'')]log[[^^ -| 



) 
4aRR'(rt 



-R^n 

- R'' J 



R^ 



R") |. 



Cette formule est très-symétrique dans sa prolixité. 



Cas de n = 4-— Conservons toujours les mêmes notations et la 
même méthode. Nous avons d'abord à intégrer (n^ 12) l'expression 

5 S~^' par rapport à ^,y, rentre les limites définies plus haut; celte 
opération est résumée dans les formules suivantes : 



fil 



C C C ——^^' 

J J J (oM-r' 



r' cos ^d(^d^ dr 1 71/4 F 

- - 2(5rsin9)^ 



/«r /* /* r'Ci)S9 ^9^//- 

J J (5'4-r»— 2Ôrsin9)"' 



3d 



r r'dr 

J J^r—,'^ 






En prenant la dérivée de cette expression par rapport à c^, nous obtien- 
drons la valeur de Tatlraction exercée par la sphère sur le point m\ 
quand Tattraction est en raison inverse de la quatrième puissance de la 



( -37 ) 
distance; c'est 
(..9) .JjL^TRL. 

Multiplions cette expression par cosaa, puis par rfm', afin d'avoir un 
élément de l'action exercée par la sphère sur la sphère 0', laquelle 
action est dirigée suivant la droite 00'; conservons toujours les nota- 
tions et la méthode précédentes; nous aurons successivement 



«' JJJ ^M^'-R') 

3«' JJ ^»(<î'-R' 



Cette expression de l'action de deux sphères, due à l'attraction en raison 
inverse de la quatrième puissance des distances, a, comme les précé- 
dentes, toute la symétrie à laquelle on était en droit de s'attendre. 

Cas rfe/i = 5. — Nous trouverons successivement, en employant tou- 
jours la même méthode et les mêmes notations, 

/s r r rdm _ nf.V r r r^cosyrfcprfr 
^J J J /-* ~" 2 J J (<5»H-r»— 25rsin9)> 

7r/»r, ô-hR Tr/»r R 



4Ô ^ô — R 2 ô» — R» 

Dérivons cette quantité par rapport a c^; nous aurons pour la valeur de 
l'attraction d'une sphère sur un point matériel de masse égale à l'unité 

Multiplions cette expression par cosa^dlm', el faisons les intégrations; 

18 
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nous aurons successivement 



8«- J J J l ^' *^^"^-R $W^WY J 

4«' j j L ^' ^^^-R " ^{^'-"RY J 






7r7;rr' 

2 



La formule (122), symétrique comme les précédentes, esi l'expression 
(le Taction d'une sphère homogène sur une autre quand l'attraction 
s'exerce en raison inverse de la cinquième puissance de la distance. 

48. Examinons maintenant ce que l'expérience peut nous enseigner 
sur les grandeurs des quantités/2,/3,/4,/5, et commençons par les ef- 
fets qui ont lieu à la surface de la terre aux distances successives de 
I mètre et de 10 mètres, entre lesquelles on peut admettre qu'ont été 
faites toutes les mesures essayées de la gravitation terrestre. Nous avons 
à prendre, pour ces deux distances, les rapports successifs de (ii7), 
(119) et (121) à (ïi4)- Dans ce but, représentons & par R4-6, et 

comme e est très-petit par rapport au rayon terrestre, négligeons -^ à 

côté de I ; nous trouverons successivement ainsi les rapports suivants : 



4/, R 2/,Re i6y,R£' 

Or, dans les limites entre lesquelles on a mesuré la gravitation ter- 
restre, on l'a trouvée égale à 9"*, 8088 à o"*,oooi près; il faut donc 

que l'erreur de la détermination soit inférieure à o 00 ^ ou, en nom- 
■ 90 000 

bres ronds, -tt Si les attractions en raison inverse du cube de la 

90000 

distance existaient, leur valeur augmenterait la pesanteur terrestre 

dans le rapport de 

3 J\ logaR — 1 

4 /a H 
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à la distance de i mëtre» et dans ic rapport de 

3 ^ logîR — logio— 1 

4 /, 'K 

k la distance de lo mètres. On trouverait donc entre les valeurs de la 
pesanteur terrestre mesurée à i mètre de distance et celle mesurée à 
lo mètres une différence due à Tattraction en raison inverse du cube 
de la distanqe qui serait la différence des deux rapports précédents, 

soit T Y "h — ' ^^' P^"^ T"^ ^^^^^ différence nous échappe» il faut 

qu'elle soit inférieure ou au plus égale à -^ — ; d'où l'on trouve, pour 
la limite supérieure de/,, 

3/3, R 

7 7 logio = 



partant > en effectuant les calculs et se rappelant que logio est un 
logarithme népérien» 

(i23) /3= 37,616.../,. 

Nous avons pris ici le rayon moyen terrestre R =.6366 198 mètres, va- 
leur donnée dans V Annuaire du Bureau des longitudes pour 1866, 
p. 68. 

En raisonnant de même pour le rapport -^i nous trouverons, tout cal- 
cul fait, 

(i^) /.^i44,358.../„ 

et pour le rapport ^^ 

y» 

(125) /* 1^440,572/,. 

Ces limites sont peu resserrées; ainsi les mesures de la pesanteur effec- 
tuées dans le voisinage de la terre ne jettent pas beaucoup de lumière 
sur les grandeurs de/,, /4, /s, relativement à/a; il est évident qu'il y 
aurait encore moins de précision pour les attractions en raison inverse 
de plus grandes puissances de la distance. Toutefois on peut dès à 

présent conclure que l'attraction en raison inverse du cube de la dis- 

18. 



( «4o) 

tance ne peut, pas plus que raitraction en raison inverse du carré de 
In distance, jouer un rôle dans les phénomènes moléculaires; car /, 
devrait, pour que ce rôle fût possible, être de Tordre A"* par rapport à 
/j, et il n'est pas 38 fois plus grand. 

Les attractions planétaires laissent subsister autant d'indécision dans 
la question; nous allons le voir en comparant les attractions de la lune 
à la pesanteur à la surface de notre globe. Nous chercherons, à cet 
effet, les rapports des expressions (ii8), (i2o)et(i22) à (ii6), et 
nous écrirons qu'ils sont tous inférieurs à la limite d'erreur, savoir : 

-g Les rapports dont il s'agit sont 

(a — RM> — R' 

-f-[R*-5Rna'-4-R")]log^ ^ 



(,26) 



[R'» — 5R"(a'-f-R*)]log 



(a4-R'j'-R' 

(fl-~R)'-R^ » 
(a-hR)'-R'' 



~4flRR'(a'-+-R»4-R")|» 

+ (a'+ R' + R"- 2a'R'- 2a'R"- 2R'R'')log ^,_ jj[ ^ ^ M , 

, 32/.R«R"|.4''*^'^-^^ '**«{a-R)'-R" 
*' '^ „., (a-l-R')'-R' ,, a'-(R-f-R')'-| 

-^^''»g (a-R')'-R' ^^''^g a'-(R-R')0 - 

Atin de réduire ces rapports en nombres, prenons comme ci-dessus 
dans V Annuaire du Bureau des longitudes pour 1866 les différentes 
données qui y sont contenues; nous aurons 

le rayon terrestre, R =6 366 198", page 68, 

le rayon de la lune, R' = 0,273 R =: 1787 972"», page 55, 

la distance des centres, a = 96 088 lieues = 384 35» 000", page 7 1 . 

Substituons ces données dans les rapports ci-dessus et effectuons les 
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calculs, nous trouverons, abstraction faite des signes, 

o, ooooo 47055 . . 7?-» 

J- 

o, ooooo ooooo 00027 987 . . . "^ » 

o, ooooo ooooo ooooo ooooo 00070 638. . • 'tt-- 

Établissons présentement que ces rapports sont inférieurs \\ ^-y-— ' 
nous arriverons aux inégalités suivantes : 

1 /3<C 2,3. . .yj, 

(129) \ /4 < 3649 25oo/, , 

fk<C ^44^ 26400 ooooo ooooo/,; 

c'est-à-dire que les attractions planétaires assignent une limite bien 
plus resserrée que la précédente à l'attraction en raison inverse du 
cube de la distance, et confirment ce que nous avons déjà dit de 
celle-ci, mais qu'elles en assignent aux autres de tellement larges, 
qu'elles ne peuvent avoir aucune utilité au point de vue de nos re- 
cherches. 

49. Le Conseil d'instruction de l'Ecole Polytechnique a publié, dans 
le tome X (XVII* cahier) du Journal de l'École, la traduction, faite par 
M. Chompré, d'un Mémoire de Cavendish sur des expériences instituées 
pour mesurer directement la densité terrestre. L'appareil, imaginé par 
John Michell et perfectionné par Cavendish, consistait en une balance 
de torsion très-sensible, à l'extrémité des bras rigides de laquelle on 
avait suspendu des balles de plomb de o™,o5i de diamètre. Deux 
sphères de plomb, de o™, 2o3 de diamètre, étaient fixées aux extré- 
mités d'une barre horizontale de même longueur et de même axe de 
rotation que le fléau de la balance de torsion, de manière à permettre 
de placer simultanément, à des distances fixes parfaitement détermi- 
nées d'avance, et de façon à les faire agir dans le même sens, les deux 
sphères déviatrices. Suivant la position donnée à celles-ci, la balance de 
torsion se déplaçait, mais n'atteignait le repos qu'au bout d'une série 
très-prolongée d'oscillations autour de la nouvelle position d'équilibre. 
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Comme ces oscillations diminuaient rapidement dans le principe, à 
cause de la résistance de Tair et de la résistance à la torsion; comme 
en outre elles étaient sujettes a beaucoup d'actions perturbatrices ca- 
pables d'influer sur le résultat final, Cavendish ne considérait que les 
premières oscillations et il en déduisait, avec le plus de précision pos- 
sible, la mesure de l'effet exercé par les sphères: en comparant cet 
effort à la pesanteur, il en déduisait la densité de la terre. Il varia les 
distances et les conditions d'expérimentation, et obtint toujours des 
valeurs assez concordantes pour la densité de la terre, en supposant 
l'attraction en raison inverse du carré des distances; d'où il se crut 
fondé à conclure que, jusqu'aux plus petites distances auxquelles il a 
pu opérer, la loi de Tattraction est bien la raison inverse du carré des 
distances. Mais cette conclusion est trop absolue. La seule qu'il eut 
pu tirer légitimement de ses expériences est qu'aux plus petites dis- 
tances où il les a faites, toute attraction différente de la gravitation en 
raison inverse du carré des distances est, si elle existe, inférieure à la 
limite des erreurs d'expérience. Or, en nous bornant aux attractions 
des sphères les plus rapprochées qui sont, principalement aux petites 
distances, très-grandes relativement aux attractions des sphères placées 
aux extrémités opposées des fléaux, et ont d'ailleurs leurs actions 
dans un rapport sensiblement le même, attendu la petitesse, relative- 
ment à la longueur du fléau, des divers écarts des sphères les plus 
rapprochées, nous aurons à comparer les expressions (ii6), (ii8), 
(120) et (122), c'est-à-dire à calculer les rapports (126), (127) et (128) 
en y substituant les données particulières à la question. 

La limite d'erreur absolue des expériences de Cavendish est -r» ainsi 

qu'on peut s'en convaincre en comparant la densité moyenne qu'il 
trouve aux différentes densités résultant des expériences partielles. On 
doit en conclure que les rapports (126), (127) et (128) sont inférieurs à 

-^•, nous avons ensuite les rayons des sphères donnés par les relations 

suivantes : 

2R:r=0,2o3, 2R'=ro,o5i; 

enfin la moindre distance à laquelle le géomètre anglais a opéré semble 
avoir été o"", 18084* Je dis semble, car l'exposition de Cavendish est un 
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peu coDfuse, au moins dans la traduction, et je puis in*étre trompé 
dans rinterprétation des mesures, malgré le soin que j*ai mis à m*eu 
rendre compte. Posons toutefois 

substituons toutes ces données dans les rapports (i 26), (1^7) et (i'j.h), 

et écrivons qu'ils sont <-7; nous trouverons 

14 

(/3<o,oo5i4o27.. ./,, 
(i3o) I /4< 0,00027 457.../,; 

\ fi <; 0,000 17 1 38 ... yî. 

Bien autrement resserrées que les précédentes, ces limites con- 
firment nos conclusions sur la nullité, dans les phénomènes naturels, 
de Tattraction en raison inverse du cube de la distance, si par hasard 
cette attraction existe: ce qui est peu probable, attendu qu'elle consti- 
tuerait un rouage inutile. En tout cas, nous n'avons pas à nous en 
occuper. La même conclusion est inapplicable aux attractions en raison 
inverse de la quatrième puissance de la distance, et, à plus forte rai- 
son, des puissances supérieures; car nous avons vu qu'il suiFirait que 
/« fût du même ordre que /a, et la limite que nous avons obtenue 

(-^ J ne l'exclut pas de cet ordre. Quant aux valeurs de/ pour les puis- 
sances supérieures, elles doivent être d'ordres h, A^, A',..., et, par- 
tant, bien inférieures aux limites assignées pour/5. A la distance //, les 
deux attractions en raison inverse du carré et du bi-carré de la distance 

étant Tî^tv]» sont entre elles dans le rapport de 4; : ^ :: jrj-^ :i. Rem- 
plaçant^ par la limite ci-dessus de ce rapport, soit par 0,00027, et h 

par o",oooooi^ distance au moins égale à une distance moléculaire, 

nous aurons 

f f 

t: : ik '. '. 270 000 000 : i , 

c'est-à-dire que nous trouverions encore une attraction moléculaire 
tellement supérieure à la gravitation, qu'elle en est invraisemblable. 
Nous pouvons donc, jusqu'à présent, admettre que les actions mole- 
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culaires sont dues à une attraction en raison inverse de la quatrième 
puissance de la distance, ou à des attractions en raison inverse de puis- 
sances supérieures, ou peut-être à une combinaison de plusieurs de 
ces attractions. Toutefois, comme/4, ou plutôt w*/, car c'est à propre- 
ment parler de cette quantité que nous avons obtenu une limite supé- 
rieure, est très-petit relativement à /a, qu'il en est à fortiori de même 
pour les attractions d'une puissance /i> 4 de la distance, la valeur A 
(iio) est toujours négligeable par rapport à 6, et la somme des com- 
posantes des attractions parallèlement à l'axe u est, en réalité, donnée 
paf la formule (m), où nous avions d'abord présenté 6 comme une 
simple correction, tandis que dans les actions moléculaires il inter- 
vient seul. 

50. Il nous semble utile de faire ressortir ici un résultat des calculs 
précédents, quoique au premier coup d'œil il puisse paraître un hors- 
d'œuvre étranger à la question des actions moléculaires. Le voici. 

On sait que certaines actions planétaires, révélées par l'expérience, 
telles que l'accélération du mouvement de la lune et les mouvements 
de certaines comètes à leur périhélie, ont paru difliciles à expliquer 
par les seules attractions en raison inverse du carré des distances, ou 
par des causes en provenant immédiatement à titre d'effets secondaires. 
Des astronomes ont, à diverses reprises, mais sans succès, tenté d'expli- 
quer ces anomalies par une attraction en raison inverse d'une puissance 
de la distance plus grande que le carré. Eh bien, ce qui précède 
démontre que ces tentatives ne devaient pas aboutir. En efTet, les 
expériences de Cavendish prouvent péremptoirement que, s'il existe des 
attractions en raison inverse des puissances des distances comprises 
entre 2 et 4> ces attractions sont tellement petites, même à Tunité de 
distance, qu'elles sont insensibles; et ces attractions, si elles existaient 
en raison inverse d'une puissance n> 4> d6 peuvent être sensibles à une 
distance finie, car, autrement, elles constitueraient des actions molé- 
culaires énormes et hors de toute proportion avec la réalité. 

Ce résultat indéniable des calculs précédents nous parait digne de 
fixer l'attention des géomètres et aussi celle des physiciens expérimen- 
tateurs, trop portés, comme le P. Secchi, à nier l'utilité de la théorie 
comme procédé d'exploration. 
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§ VIII. — Equations de l équilibre et du mouvement. — 
Conséquences . — Considérations générales. 

51. Quand nous avons considéré les altractions exercées sur un 
point M, nous n'avons envisagé que celles des points situés d*un côté du 
même plan, du plan 7 par exemple, parce que celles des points situés 
de Tautre côté leur étaient égales et contraires» et, par conséquent, se 
détruisaient. Mais il n'eu est pas tout à fait ainsi en réalité; les points 
ne sont pas situés sur une ligne exactement droite, ni à des intervalles 
rigoureusement égaux ; ils sont disposés suivant une ligne courbe, sen- 
siblement rectiligne sur une très-petite longueur, et à des intervalles 
difTérant entre eux par des quantités d'un ordre inférieur à celui de ces 
intervalles. Ces quantités mêmes ne sont égales entre elles qu'à des 
quantités près d'un ordre inférieur. Partant, d'un côté les points sont 
plus resserres, et de l'autre, plus écartés que nous ne l'avons supposé; 
il en résulte des différences dans les grandeurs des composantes des ac- 
tions; si on développe ces différences par la formule de Taylor, et si on 
néglige toutes les quantités d'un ordre inférieur au second, on verra 
qu'on pourra les représenter par les expressions générales 

«^>/« "TTi ~~ '^7 ' parallèlement a Taxe des x, 

(i3i) / a)'|ut»/«r^ - '^"^^j^/^ — -J» parallèlemenl à Taxe des y\ 

, ,^r^'^ (// -hi) A2 Ar"| 
^> /^/« -:;;^r, — ^^ y parallèlemenl a laxe des z. 

Il nous faudra sommer ces différences, et nous pourrons employer dans 
ce but les méthodes exposées au § VI; mais nous choisirons la seconde, 
dite directe, quoique les calculs n'en puissent pas être effectués com- 
plètement, parce qu'elle nous conduira aux résultats les plus positifs. 
Soit i le nombre de fois que r^ (nous reprenons les notations du n^ 40) 
est portée sur la ligne (d, Q\ Q") à partir de M; il est évident que les 
composantes de l'attraction correspondant à cette longueur ir auront 
les valeurs (i3i ) en plus d'un côté du plan de séparation, en moins de 

>9 
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l*autrc; donc les sommes des deux composantes, qui sont nulles dans 
leurs parties finies, puisque celles-ci sont égales et contraires, se ré- 
duiront au double de Tun des accroissements (i3i); car ceux-ci agis- 
sent dans le même sens, Tun augmentant la composante positive, Tautre 
diminuant la composante négative. Nous devons donc sommer les dou- 
bles des quantités (i3i) en nous tenant strictement à un seul côté du 
point M pour chaque droite qui y passe; c'est ce que nous allons faire. 
Reprenons, ainsi que nous l'avons déjà dit, les données du n^ 40. 
d, Q\ 6" sont des quantités dépendant de la ligne de points sensible- 
ment droite que l'on choisit. On peut les appeler les caractéristiques f 
et elles ne varient que d'un point de cette ligne à un autre. Il en est de 
même de A, ky l qui sont les côtés du parallélipipëde élémentaire Ton* 
damental primitif; mais cela n'est plus vrai pour Xy j, jz, partant pour 
Ao:, Aj, Az, dont les accroissements du second ordre ont été déjà 
donnés dans les formules (i8), qui s'appliquent au cas présent, où l'on 
reste sur la même ligne. Nous y renverrons pour les expressions de 
ùk^x, A^y, A^z, en observant que, pour les points correspondants à un 
nombre i de fois r, on a^ par les notations du n^ 40, 

A« = ie, Ap = i9', Ay=i9'', 

et qu'on peut conséquemment donner aux relations (i8) les formes 
suivantes : 



C^^jc^i^i-^^^ e>A'-+- -4i 6"*'-+- 4^0'"/' 
\doLh d^k dyl 



d^f d^f d 



a , 7-/^, QQ'hk -4- 2 .^. -^^ . e^e^kl-h 1 



dahd^k d^kdyl - - "* ' dyl 



(l32) 



\d(xh d^k dyl 



dan j 



^i^'''''^^jmTi'''"''^'dTm''''') 



\dak d^k dyl 



^^■d^k''''^^^W^i'''"^'^^wf^''''')' 
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De même, en remontant à la formule (91)9 et observant que ai! — a, 
/3'— /3, 7'— 7 y représentent respectivement lô, iQ\ iQ", nous trou- 
verons que la différence de cette équation, divisée par 2, peut être mise 
sous la forme 

'--■•| «■'■s ^(â °' * 3^ '*" ^^ ") 



('33) 






Par conséquent, si l'on représente par ^oji, Zj les coordonnées de 
l'extrémité M, de MM, = r, (qS), on pourra mettre les sommes des va- 
leurs (i3i ) sous la forme 

'9- 
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Si on applique à ces expressions les raisonnements du n^ 40, on verra 
(|u*on peut facilement les ramener aux formes suivantes : 

^^-Y'fn S^ Sltt^ ^. — J' 

(i34) j ^^^V7-S^?;=T S[7jé:T rf^ J' 

^^>>7- S^ir; S[7jïTr fn^i J- 

Les formules (i34) donnent lieu à une remarque importante qui trouve 
naturellement ici sa place. 

Nous avons pu dire, au n"* 40, que, dans l'évaluation de Teipres- 
sion (96), on devait, si Ton prend pour surface de partage du corps au 
point M (supposé momentanément Torigine des coordonnées) la sur- 
face 7 = 0, donner à S et S' toutes les valeurs entières positives ou né- 
gatives depuis —00 jusqu'à -i-oo , sous la seule réserve que 6, 6\ 6" 
n'aieni pas de facteur commun, mais que 6" devait être seulement l'un 
des nombres entiers de i à 00 , pris toujours avec le signe +. En effet, 
toutes les attractions situées dans la surface 6''= o se détruisent deux 
à deux. Mais ceci n*a plus lieu dans la sommation totale des différences 
premières d'attractions; ces dernières varient dans la surface 6" = o 
comme dans les autres directions, et il faut tenir compte de ces varia- 
tions; de sorte que si l'on veut représenter réellement la somme totale 
par les expressions (i34)» il faut admettre d''>o dans toutes les ex- 
pressions où il existe; d>o dans toutes les expressions où 6" = o, 
sans que© soit nul, et6' = i quand 0'' et sont nuls. Cette convention 
est nécessaire à l'exactitude des calculs et ne doit pas être oubliée. 

Rien de plus facile k présent que de conclure les équations de l'équi- 
libre et du mouvement d'un corps homogène. Soient /xX, jx Y, jxZ les 
composantes de la force accélératrice autre que Tattraction en raison 

inverse de la /i'*'"' puissance de la distance, appliquée en M, -^ rf/, 

-jpdty -^dt les accélérations de vitesse; rappelons-nous l'équation 
de condition (65), et prenons-en la variation qui donnera 

(.xf:\ ^/^r, dV . dT^\ «/rf*. rf$. d<i>.\ 



( i49) 
en posant, pour abréger, 

dahdpkdyl doth dyl d^k dyl dah d^k 

I rf/ df, df, df df, df, df df, df, 

\ dyt d^k deth'^ d^k dyl dach d^k dah dyl' 

Substituons maintenant ces diverses données dans la formule des vi- 
tesses virtuelles avec les multiplicateurs donnée par Lagrange dans sa 
Mécanique analytique (3* édit., t. 1'% p. 70); nous aurons 
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Nous avons pris ici pour multiplicateur indéterminé X/x au lieu de X, 
afin de rendre tous les termes homogènes; nous avons écrit également 
les différences d'attraction en raison inverse de la /i**"' puissance avec 
le signe — , parce qu'elles doivent s'opposer à la désagrégation du 

corps dont les forces X — -^^7» . . . , tendent à déplacer les molécules. 

Cela posé, l'équation ci-dessus se partage en trois autres» à cause de 
l'indépendance de àx^ &y, âz, savoir : 



, „„ V - ^T - .„>./. s si. s p - '-i^iè^] - > Kf * r ^) 



= 0, 



Le quatrième terme de ces équations représente une résistance qui est 



I'JO 



Il ru; ('j}Xïhiu\\ïtutH d'irtcie et aéc:essaire de TexisteDeede la matière. C'est 
uriif conf^équence que nous avons déjà signalée plusieurs fob. 

52. Le» quantités §1 -^ — * ^-' \^:p--- U- ••» du numéro précé- 

ilriit liépenrlent uniquement du sens où croissent les intervalles de mo- 
l/;('ijUfH, et sont par conséquent les mêmes quelle que soit celle des sur- 
(iices OL^ fi^ y qu'on choisit pour partager le corps; en d^autres termes» 
quelle que soit celle des trois quantités 5, 9', 6' à laquelle on n'assigne que 
i\(*s valeurs entières positives, zéro compris. En même temps qu'elles 
sont (les sommes de difTérences, il est facile de se rendre compte qu'elles 

sont des différences des sommes § -^j § -^j § -^j quelle que 

soit la surface de partage adoptée. Cependant» de cette identité des 
différences, il ne faut pas conclure l'identité des sommes, si ce n'est 
quand r.es dernières sont prises d'une manière complète, c'est-à-dire 
quand on fait intervenir le coefficient a, ou, ce qui revient au même, 
(|u'on prend les différences des deux côtés de la surface de partage. En 

t^lïet, g -^» par exemple, prise pour toutes les valeurs positives 

ou négatives de 9, 0\ Q'\ est la même, quelle que soit la surface de 
partage, puisqu'elle est nulle pour tous les plans; mais dès qu'on envi- 
sage un seul côté du plan, rien ne dit si le -^ correspondant à 

-77, — -,^ est la valeur posUive ou la négative, puisqu on 

'^i r, 

a pris avec le signe + toutes les dérivées secondes; cette ambiguïté de 
signes explique comment la même différence peut correspondre à des 
sommes très-inégales. On n'est donc en droit de conclure à l'égalité 
des sommes que là où cette ambiguïté de signes cesse, c'est->à-dire pour 
un morne plan de partage; mais si l'on arrive ainsi à des relations entre 
les attractions et les forces élastiques afférentes au même plan, on n'est 
en droit de rien conclure relativement aux forces d'attractions sur des 
plans diflerents. Toute restrictive cependant qu'est notre conclusion, 
elle nous permet de trancher une question que nous avons déjà indi- 
quée plusieurs fois, savoir : est-il légitime de substituer aux forces al- 
inctives directes, envisagées comme nous venons de le faire dans les 
tN]uations de Tequilibre et du mouvement, la considération des forces 
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élastiques proportionDellcs aux surfaces d*un parallélipipède élémen- 
taire virtuel? Tel est l'objet de notre examen. Or, il est facile de voir 
que la réponse doit toujours être positive, en tenant compte des conven- 
tions établies dans le numéro précédent. Remontons, en effet, k la for- 
mule (loo), qui donne la force élastique exercée sur une face de parat- 
lélipipëde. Nous trouverons que les composantes parallèles aux axes 
desx^y, z, en sont, pour le parallélipipède élémentaire fondamental, 
et une face passant par le point M, respectivement 



»-V'/.S;i; S 



à Xi 






('38) j'-'V'/.S^S^ 
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©•"' •^ r 



et que sur la face parallèle, ces composantes auront varié des quantités 
respectives 

^ ^>v'/- S 5^:^ S [tp rr" — J' 

/ Q X ) . 1^ C ' cf^'.^» (/i -4-0 A/, An 1 

(•39) [ ^«v/« S^ SLTr " — ^ — y 

^ 2 1^ C ' cf^'^' (/iH- i)Az, Ar,"| 

^">*/-Ss^S[7p c^ — J- 

Ces accroissements ont la forme (i34); mais ils en diffèrent en ce qu'ils 
répondent aux accroissements partiels que prennent Ao:, A^, Az quand 
on passe d'une face à l'autre du parallélipipède, tandis que, dans les 
formules (i34), A'ar,, A*j^,, A*z, représentent des accroissements 
complets par rapport aux trois variables a, jS, y. Ainsi, dans (i34)» 
on a 

dah d^k dyl 

d^f d*f d^f 

■4-2 . .in. ee^hk-^^ ,/1'1 . g^^A/^-o. . ,'^ . e^eih, 

dand^k d^kdyl dyidan 

tandis que, si on applique les formules (i39) aux faces a du parallé- 



: ^2. 
•i'f i'^' .t-f 

^•^ — ^=— -rV — - :-T lA — -i -r—r y b lli. 

Eni'ore 'ieroiis-aoïis expiiquer ici nie. ^ auus prenons 

1 Z/l 

\- : - ^^^ - r- — ' J^ — .-" /i. 

• rîài janrtr juea paââanr Tiae race iii j;âmlt4ipip«*ie i .' îuip-. aDiiî* 
le .'»fà£oii* pins iur .a jneine ii^^e. n-iis me loits^ pa^^^iL^ !rur jae li;:nt' 
Oiàrailèie située a '\Sl i'usiaace /i. el iaœï Jâoueiie .ers jnj(et:liun^ le r, soaf 

lumuentees ie [a iiiTér»^nce iet^jode r^" — .. ^oeîee JiitanC 'le 

*<^i2^>iue 'i «^t •:oaceiiu •i;àii> l;i pn>jet:Uoa ie ^. c ■sit-tà-iinr s 'mï^. 

Le:«^ sommes r 3«i >Je ilirTênHieer^ sjai pr;:ï«:^. .rimme .e> i^iiume:» 
ueme:^. jour :;i âurîkce ie Jàiren^e x. * «ji-^^-nnî ju jq j ^)p«is« i tuu- 
•••in? joftiut. = i lu ^ r . -tî 2 2 eaaers. Jiakï' ij«»>iuii^ ju aeinitils 
ieouis — :c ^usiiu 1 — 3c . ùh peui V .-.tmunsiurt^. sul^ f > .Uau^er. 
e5 diTéfimces ie^ -{uuncue< ie lueine laïunt ju 7 =r j» juis|ue «res 
lirferKiec^» eiaat ie< jniiitiuie^ ie i. ievieuaeai :uuLif^ 3aile< taiu^ le 
-Ofi: piijmeuiier ie i = j* ei iu:l sumiiie^ ■ ^n «ppûaueets x u sirnare x. 
' --tît-Tfc-^nî ivet: :'!iyu«)ûie!se f =: » iU ^^ ». i ei r juetcvutfue^ le — x 
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et d^ même pour A^^i, A^Zi; que, de plus, O'y sera toujours supposé 
positif et = I ou > I, tandis que 6"' et seraient des entiers quel- 
conques, positifs ou négatifs. Mais on peut ajouter aux sommes dont 
il s*agil les différences oûô'=o, puisque ces différences sont iden- 
tiquement nulles; et, aux mêmes sommes, on peut substituer, sans 
les changer, celles où 9"=o ou >o, et où 9 et 0' ont des valeurs 
entières quelconques, positives ou négatives. 

Enfin, si nous passons de la face 7 du parallélipipëde élémentaire 
fondamental à la face parallèle, les formules (iSg) s'appliquent encore 
en ne faisant varier que 0" dans Air,, Ay,, Az,; ainsi on aura, par 

exemple, 

d^f d^f d^f 

dyLdah dpk.dyl j^i 

On pourra, comme précédemment, y ajouter les termes où S" = o. Si 
donc on ajoute les accroissements d'élasticité dus au passage des trois 
faces adjacentes sur les faces parallèles, on trouvera que l'addition de 
chacune des trois expressions (1^9 ) donnera identiquement chacune 
des expressions (i34) comprises entre les mêmes limites; en sorte que, 
si on établit avec elles et la condition (i35) les équations de l'équilibre 
et du mouvement pour un parallélipipède, on retombera identique- 
ment sur les équations (ï37) : ce qui justifie entièrement le mode suivi 
jusqu'à présent pour trouver les équations d'équilibre et de mouve- 
ment, quoiqu'il ne paraisse pas logique avec la matière discontinue. Il 
est pour le moins étrange, en effet, de faire intervenir, dans l'expli- 
cation de faits réels, des surfaces qui n'existent pas et n'ont pas de 
rapport avec la constitution des molécules. 

Il importe de faire observer ici que, si nos calculs ont légitimé 
l'emploi du parallélipipède et des forces superficielles pour établir les 
équations de l'équilibre et du mouvement, ils ne l'ont fait qu'en prou- 
vant l'identité des formules pour le cas d'un parallélipipède avec les 
formules réelles, et nullement en justifiant le raisonnement ou son 
emploi à toute autre forme de solide. Ainsi la considération de l'équi- 
libre du tétraèdre, imaginée par Cauchy, reste réservée. Nous ne pou- 
vons ni en certifier, ni en condamner les résultats, ne les ayant pas 

examinés et n'en voyant pas la justification àpriori. 
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53. Jusqu'à présent nous sommes restés, pour toutes nos déduc- 
tions, dans le domaine de la raison pure, et nous nous sommes bornés, 
lorsque nous avons voulu recourir à Tcxpérience, à reconnaître par 
son moyen quelle attraction répugnait aux phénomènes naturels. C'est 
ainsi que nous avons dû écarter l'attraction en raison inverse du cube 
delà distance. Ici se présente un de ces moyens de comparaison que 
nous ne voulons pas laisser échapper. 

Imaginons un milieu peu étendu, homogène, uniforme, où la den- 
sité, constante dans la même couche horizontale, ne varie qu'avec la 
hauteur; où la force autre que l'attraction en raison inverse de la 
^tème puissance de la distance se réduit à l'action verticale de la 
pesanteur, supposée constante dans tout le milieu, où le repos est 
absolu. Imaginons, en un mot, le milieu qu'ont cherché à réaliser Du- 
long et Arago dans leur célèbre vérification de la loi de Mariotte, et 
supposons-y la possibilité en un point, et dès lors en tous, d'y con- 
struire un parallélipipède élémentaire rectangulaire ayant une arête y 
verticale, et les deux autres, a et j3, horizontales. Dans ce cas, les for- 
mules (8) se réduisent visiblement aux suivantes : 

(i4o) X ~ aah -h b^k -{' Cf y:= a! ah -^ b'^k -\- c , z--f^(yl). 

Partant on a, en remontant à la formule (i36), 

, dx deuil d^k ^ 

ce qui s'accorde avec les conditions évidentes d'après nos conventions 

d^_ d^_ 
dx * rfr 

pour le même motif que r ne varie pas avec x ety, on a 

(lAl bis) -J- — o, -j-zzzo, 

dx djr 



( t55) 
L'équation (i35) se réduit donc rigoureusement à 

qui, grâce ^ l'équation (i4o), peut être remplacée par 

Nous avons encore, avec les données que nous avons admises, 

,, d}x d^Y (l*z 

''^^^ TF'^''' W^""' IF"^''' •^"^''' ^^""^ z=:~^. 

Si donc nous remontons aux formules {i^t), nous voyons qu'elles 
deviennent 

Ar. 



(l44) U^2WV'/„S^;^S(^— ^ 



+2 ■' 






g |Ar, 

n-H2 



Dans les équations (i37), les quantités renfermant les signes somma- 
toires étaient les accroissements complels que les sommes recevaient 
pour les accroissements d'une unité de a, j3, y; dans les équations (i/j4). 
ces différences sont indépendantes des accroissements de a et de /5, 
et dépendent seulement de celui de y. Si donc on représente par 
h, k, l, les trois côtés du parallélipipède élémentaire fondamental 
actuel, par T sa densité, et si on se rappelle que nous avons supposé I 
sensiblement constant, les sommes premières des trois équations (i/i4 j 
pourront être mises sous la forme 

„45) |»tf = ,„v-/.Ss^-S^- 

Ca . . /. n I in Az, 



-^-Ug^yr.:2C0>'/,S-i^.S 
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Ici A, B, Csont des constantes, et on les a divisées par la quantité I 
supposée constante dans l'étendue du corps, pour maintenir Thomo- 
généilé des formules avec des constantes finies. Si on remplace à pré- 
sent, dans les premiers membres, fx par sa valeur Fhkl, et les seconds 
par les valeurs (loo) qui ont les mêmes limites et où il faut faire 
sinc = i, puisque nous avons supposé le parallélipipëde rectangu- 

laire, et 7 = j> nous aurons 

AThkz^En.xhk, BFhk = E,.^hk, (C-g^3)rhk"E«.,lik; 

ou, en divisant tout par lik, 

(i46) AT---E,,,, Br=E„.,., {C-gz)T = E,,,. 

Or, les composantes de la force élastique sont, dans le cas de Texpé- 
riencc de Dulong et Arago, ce qu'on appelle h pression et qu'on 
représente par/>; de plus, on suppose nulles les composantes tangen- 
tielles sur la base : c'est du moins ce qu'indique l'expérience. Alors 

A = o, B=r o, 
et la théorie donnera, comme approximation, 

ou, à très-peu près, 

(147) ^-cr; 

car gz est toujours très-petit a cause de la faiblesse de z dans les expé- 
riences et C est fort grand, même pour les gaz. Or, la formule (i47 j ^st 
l'énoncé de la loi de Mariotte. La loi des attractions conduit donc directe- 
ment à la loi de Mariotte dans les limites d'exactitude que comportent les 
expériences. Il y a là, ce nous semble, une jolie vérification, et elle n'est 
pas la seule. Considérons, en effet, au lieu d'un réseau de paraliélipi- 
|)èdes égaux et rectangulaires à bases horizontales où les attractions hori- 
zontales se détruisent réciproquement, à cause de leur symétrie, et où, 
par conséquent, on a A = o, B = o, un système de parallélipipèdes 
obliques à bases horizontales, sans système rectangulaire de même 
famille (n®22), au moins appuyé aux mêmes bases. Les équations (i/|o) 
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subsisteront toujours, ainsi que leurs conséquences, les coordon- 
nées x^ y, z étant encore rapportées au même système d*axes rectan- 
gulaires que précédemment. Nous retomberons donc sur les rela- 
tions (146) et (147) où A et B ne pourront plus être simultanément nuls. 
Soit a le nombre qui représente la surface de contact; si nous rem- 
plaçons, dans les deux premières (i46), F par sa valeur approximative 

p tirée de Téquation (147). et si nous les multiplions para, elles de- 
viendront 

A B 

Or ap représente la résistance totale à la compression du corps et est 
égal à son poids P; aE^,,^, bEnj^ représentent de même les résistances 
horizontales que le corps oppose à la traction lorsqu'il est attiré, c'est- 
à-dire les forces qu'on est convenu d'appeler de froUemenl, et que 
nous désignerons parF^, F^. Avec ces notations, les équations (148) 
deviennent 

(149) *"— ïï^' ^^^^ÏÏ^î 

c'est-à-dire que les frottements sont, dans les limites d'exactitude 
admises, proportionnels aux poids, ce qui est la loi expérimentale 
connue du frottement dans les cas ordinaires. Certes, nos calculs n'ont 
pas la même portée que l'expérience, puisqu'ils concernent seulement 
deux corps de même nature superposés et en équilibre, mais nous 
pensons cependant qu'on trouvera notre vérification remarquable. 

54. Nous espérons avoir démontré à tout lecteur sérieux et habitué 
à ne pas se payer d'assertions dénuées de preuves, non-seulement que 
les physiciens qui cherchent dans les transformations d'un mouvement 
intrinsèque antérieur l'explication des lois du monde physique sont 
dans l'erreur la plus complète, et que les attractions seules donnent la 
clef des phénomènes, mais encore que la considération séparée des 
attractions en raison inverse de la n'^'"' puissance de la distance est 
la véritable marche à employer pour avancer la théorie. Donnons, à ce 
sujet, quelques développements de la conception que nous nous sommes 
faite du monde physique. 
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Jusqu'ici nou?i n*àvon.s fmvisdgé que les corps liomogêDes et d'une 
rlLstribution régulière; nous y avons ensuite supposé les molécules 
situées U des distances les unes des autres telles, que leurs actions n'in- 
terviennent pas dans leurs actions réciproques, ces molécules pouvant 
d'ailleurs être des agrégats d'atomes. La dernière hypothèse sera facile- 
ment acceptée, et nous avons précédemment vu qu'elle était justifiée 
par certains phénomènes d'optique; mais il n'en sera pas de même de 
la première hypothèse, riiomogénéité et la régularité, en contradiction 
avec l'opinion de nombreux physiciens. En y réfléchissant néanmoins, 
on comprendra facilement que l'homogénéité, telle que nous l'avons 
définie, c'est-à-dire une distribution régulière de molécules égales, 
est le cas de presque tous les fluides gazeux et liquides, et, parmi les 
solides, des cristaux. Or les corps solides peuvent, pour un grand 
nombre, être considérés comme des agrégats de cristaux et de par- 
celles de pâte homogène dans l'acception ordinaire du mot. Donc les 
résultats trouvés pour les corps homogènes conviendront aux parcelles 
constitutives du corps et conduiront, par conséquent, aux propriétés 
de leur ensemble. L'étude des corps homogènes est donc utile, même 
pour les corps solides. 

Nous sommes loin d'avoir épuisé l'élude des corps homogènes, tels 
que nous les avons définis. Même en bornant la question, comme nous 
l'avons fait, à l'étude des phénomènes intérieurs, il y a la question 
analytique de la sommation. Nos essais de solution nous ont permis à 
la vérité d'obtenir quelques résultats, entre autres la vérification de la 
loi de pression et celle du frottement, mais nous n'avons pas pu abor- 
der celle, bien autrement importante, de la variation de pression sur 
les différents plans qu'on peut mener par un point donné. Aussi n'a- 
vons-nous point parlé de l'ellipsoïde d'élasticité ou de la figure qu'on 
doit lui substituer. En supposant qu'on vienne à bout de la question 
de sommation, il y aura encore la question très-importante et très- 
(liflicile de l'intégration générale des équations de l'équilibre et du 
mouvement. Puis il faudra considérer le contact de corps homogènes 
do nature différente et chercher les phénomènes que l'équilibre exige 
dans ce contact. En écartant les questions de combinaison, c'est-à-dire 
du groupement d'un certain nombre de molécules de l'un des coi^ps 
autour d'une molécule de l'autre, il semble bien difficile d'admettre 
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qu'une molécule d'un corps sur la surface de contact puisse corres- 
pondre à plusieurs molécules de l'autre corps sans que celles-ci se 
déplacent pour prendre un certain ordre. De là, dans le voisinage de 
la surface de contact» une déviation nécessaire des lois d'équilibre du 
reste de la masse, et, par suite, une déformation. Nous n'avons pas 
encore soumis cet aperçu au calcul, mais il semble tellement évident 
à priori, que le calcul devra le justifier. C'est du reste une explication 
fort probable des causes de la capillarité que l'expérience montre au 
contact de certains corps et qui doit exister d'une manière générale. 

Après la question des contacts envisagée sous le point de vue précé- 
dent, vient l'importante question des mélanges. Le cas le plus simple 
est celui des mélanges homogènes. Il semble fort probable que l'ordre 
des molécules d'un des corps mélangés y dépend dans une certaine 
mesure de celui des molécules de l'autre corps. C'est une question à 
traiter en consultant tour à tour les lois de l'analyse, de la mécanique 
et de l'expérience, ainsi que nous l'avons fait pour l'attraction en rai- 
son inverse de la n''"" puissance de la distance. Tous les corps de 
la nature peuvent être considérés comme un mélange du corps même 
et de l'éther qui le traverse; la question des mélanges se rapproche 
donc davantage des phénomènes que la nature nous offre journelle- 
ment. Elle comprend une partie des faits de la lumière, de la chaleur, 
du son et de l'électricité. 

Nous avons observé que les phénomènes physiques doivent dépendre 
d'une attraction de la forme 

(i5o) 

dont il suffirait d'étudier séparément les termes -^i —)•••• Celte étude 

nous a successivement montré que le premier de ces termes— expli- 
quait tous les phénomènes à distance appréciable, mais était impuissant 
à produire la moindre action moléculaire; que le plus petit des expo- 
sants suivants était au moins égal à /j, et que si r devenait une quantité 
extrêmement petite de l'ordre h, tous les termes consécutifs au pre- 
mier dans la série (i5o) devaient être de l'ordre t^; qu'autrement ils ne 



a 




b 




c 




-+- 




-f 


— 


r* 




r? 




rT 



( 160 ) 

pouvaient pas intervenir dans les actions moléculaires. Qu'on suppose 
ces termes en aussi grand nombre qu'on voudra, les résultats obtenus 
dans le n® 53 resteront les mêmes, mais il v aura néanmoins des 
conséquences très-différentes. Ainsi, admettons deux termes de l'ordre 

p^ tels que — -+- — • Si la distance, par suite d'une action quelconque, 

diminue de moitié et soit-? l'attraction sera devenue -t--^ r-î par 

contre, si la distance est doublée, Tattraction devient -?— r-f-^ — :• Lp 

terme — varie donc beaucoup plus rapidement que le terme — » et donne 

une plus grande stabilité à l'équilibre; à plus forte raison en sera-t-il 

de même d'un terme d'ordre t;» où n sera >5, en sorte que s'il y 

avait un grand nombre de termes de la sorte, la rupture de l'équilibre 
serait à peu près impossible, et les derniers auraient une influence 
prépondérante. On est donc conduit à admettre que, dans les gaz, et 
en général dans les fluides, il existe au plus deux termes de l'ordre 

j-^9 et probablement qu'il y en a seulement un en jeu, qu'il y en a davan- 
tage dans les corps solides, sans toutefois qu'ils soient nombreux. Tout 
ceci peut être conçu de la manière suivante. 

Pour que les atomes constitutifs de la molécule n'interviennent dans 
les actions moléculaires considérées jusqu'ici que comme si les molé- 
cules étaient concentrées dans leurs centres de gravité, et que leurs 
distances à ce centre n'influent pas sur les résultats, il est nécessaire 
que les distances atomiques soient négligeables par rapport aux dis- 
tances moléculaires, c'est-à-dire d'ordre h^. Donc, pour les actions 
d'atome à atome, un seul des termes 

a bh ch- 

le dernier, peut intervenir et tous les autres donnent des effets négli- 
geables, puisque le premier est de l'ordre t^» le second de l'ordre -r^» 

le troisième de l'ordre -tt-^j •••• Mais cela ne semble pas conforme aux 
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expériences qui n'accusent pas ordinairement d'effets chimiques, c'est- 
à-dire des actions d'atome à atome dans les contacts où les distances 

sont seulement de Tordre A. Avec plusieurs termes de l'ordre -r;» 

et s'il n'en existait pas d'ordres inférieurs, il y aurait toujours des 
actions de cette nature avant d'arriver à des distances d'ordre A^. Par 
contre, les expériences se concilient avec l'hypothèse que la série 

fi5o) se réduit à trois termes, le premier de l'ordre y^? le second de 

Tordre t: à la distance A, le troisième d'un ordre inférieur à la même 
distance avec un exposant de r plus grand, tel par exemple que serait 
le terme —r- En effet, à la distance A, ce terme sera tout à la fois né- 

gligeable, comme—? par rapporta -7; mais à une distance A', il sera 

de Tordre Tr,9 tandis que le premier sera seulement de Tordre t;, et le 

second de Tordre -r^; il les primera donc tellement, que tous deux se- 
ront négligeables par rapport à lui. A une distance intermédiaire, 

3. 
telle queA*, les deux derniers peuvent agir simultanément, car tous 

deuxserontde Tordre^» tandis que le premier sera seulement de Tordre 
T^- Dans les gaz où les distances sont très-grandes, on n'envisage que 

b ch^ 

le terme — extrêmement grand par rapport au terme -^> et l'équilibre 

n'est pas très-stable; les variations de densité peuvent être fort grandes 
et varier du simple au décuple et même plus. Dans les solides, où les 

distances sont beaucoup plus rapprochées, où r est bien plus petit, 

C'A* 
le terme— ^> ou tout autre de cette nature, devient comparable au 

terme—» et l'équilibre acquiert plus de stabilité; les phénomènes de 
dilatation et autres sont également plus compliqués. Dans les phéno- 
mènes chimiques, les deux termes — et — r interviennent à la fois, ou le 
dernier domine seul. Je sens que cette explication rencontrera immé- 
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(liatcmeot une objection très-sérieuse. Au moment de la solidification, 
la plupart des corps liquides augmentent de volume; partant, leurs 
distances moléculaires doivent être au moins aussi grandes que dans 
le liquide. Toutefois cette objection n*est pas complètement insoluble. 
Imaginons en effet qu'en se solidifiant le corps absorbe dans ses pores 
une portion d'éther beaucoup plus grande que n'en contenait le liquide; 
les distances des molécules, corps et éther, pourront être beaucoup 
moindres que dans le liquide primitif, sans que le poids du corps soit 
augmenté d'une manière appréciable, puisque Téther a certainement 
une très-faible densité spécifique. La condition d'un plus grand rappro- 
chement des molécules peut donc concorder avec la constitution des 
corps solides. Certains phénomènes calorifiques, tels que le dégage- 
ment de chaleur latente du corps dans l'acte de la solidification, autre- 
ment dit une augmentation de vibrations moléculaires de l'étber, 
pourraient bien être le résultat de cette plus grande absorption 
d'éther. 

Toutes ces questions, et bien d'autres que le lecteur imaginera aisé- 
ment, ne sont certainement pas résolues dans les lignes qui précèdent, 
et les solutions indiquées pourront être complètement modifiées par 
une étude plus sérieuse. Nous avons voulu seulement indiquer l'ordre 
dans lequel on nous semble devoir y appliquer l'analyse : l'emploi de 
celle-ci et la comparaison des résultats rationnels avec l'expérience 
peuvent seuls amener une certitude. 
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